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คํานํา 
 
 ปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ (Differential-Algebraic Equation; DAE) เปนปญหา
ที่เกิดขึ้นในตวัแบบทางคณิตศาสตรที่มาจากปญหาทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตร  

ลักษณะของปญหาเปนสมการที่มีอนุพันธและความสัมพันธเชิงพีชคณิตทีไ่มชัดแจง(ในสมการ

เดียวกัน) และมีเงื่อนไขที่จุดเริ่มตน หรือที่จุดปลายเปนปญหาคาขอบ โดยที่ตัวไมทราบคาหรือ

ผลเฉลยเปนฟงกชัน  เนื่องจากปญหาในความเปนจริงมักมีสมการที่ยุงยาก  และไมอาจแกได

โดยวิธีวิเคราะห  เพื่อใหสามารถนําผลเฉลยจากของปญหาดังกลาวไปใชประโยชนไดการ

ประมาณคาผลเฉลยโดยวิธีการเชิงตวัเลขจงึเปนสิ่งจําเปน   คณะผูวจิัยจึงสนใจทีจ่ะเสาะหา

เทคนิคและวธิีการแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ ที่มีประสิทธิภาพ  
ผลการวิจัย ผูวิจัยไดสรางวิธีแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ โดยนําวิธีแกปญหา

คาเริ่มตน และปญหาคาขอบของระบบสมการเชงิอนุพันธมาปรับใช ทั้งนี้โดยมีพื้นฐานจากวิธี

แกระบบสมการโดยวิธีนิวตัน-บรอยเดน ซึ่งเปนที่ผูวิจัยไดคิดคนไว ผลการทดลองปรากฎวา

ไดผลดี กลาวคือ ไดคําตอบประมาณที่มีคาคลาดเคลื่อนนอยในระดับที่พอใจ โดยใชแรงงาน

นอย 

 ผูวิจัยเขียนรายงานการวิจัยในรูปแบบที่พรองจะลงตีพิมพในวารสารวิชาการทาง

คณิตศาสตร ขณะนี้กําลังอยูในระหวางสงไปพิจารณาลงพิมพในวารสาร 
 

คณะผูวิจัยขอขอบคุณคณะกรรมการการวิจัยที่อนุมัติงบประมาณวิจัยครั้งนี้ และ

ขอขอบคุณคณะวิทยาศาสตร ที่ใหใชสถานที่ทํางาน และเปดโอกาสใหไดทํางานจนสําเร็จ  

คณะผูวิจัยคาดหวังวาผลงานวิจัยจะเปนประโยชนในทางวิชาการในดานการคํานวณ เปน

ประโยชนในสาขาวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตรตอไป 

 

    อําพล  ธรรมเจริญ     หัวหนาคณะวิจัย 
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รายงานการวิจัย 

ชื่อโครงการวิจัย (ภาษาไทย) วิธีท่ีมีประสิทธิภาพสําหรับแกสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ 
 (ภาษาอังกฤษ)   An Efficient Method for Solving Differential-Algebraic Equations 
 

บทคัดยอ  
 การวิจัยครั้งนี้มีจุดประสงคเพื่อแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธในรูปแบบเดิมโดยที่
สมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิตยังคงรูปอยูเดิม  เทคนิคโดยวิธีนิวตัน และวิธีนิวตัน-บรอย
เดนประกอบกับวิธีปกติที่ใชแกสมการเชิงอนุพันธ คือวิธีรุงเง-คุตตา ไดถูกนํามาใชควบกันเพื่อ
แกปญหา การทดลองแสดงใหเห็นวา วิธีที่สรางขึ้นสามารถแกปญหาไดจริง  และมีประสิทธิภาพ 
ในแงที่วา สามารถประมาณคาผลเฉลยไดอยางรวดเร็วโดยมีคาคลาดเคลื่อนนอย ภายในเวลาที่
เหมาะสม 

 
Abstract:   
 This research aims to solve the DAE problems in its original form in which both the 
differential and algebraic equations remain. The Newton or Newton-Broyden technique 
together with some integrator such as the Runge-Kutta method are coupled to solve the 
problems. Some experiments show that the method developed here is efficient, in the sense 
that it can give the approximate solution within some desired accuracy and some reasonable 
time. 
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บทสรุปสําหรับผูบริหาร 
(Executive Summary) 

 
 ขาพเจา  ร.ศ. ดร. อําพล  ธรรมเจริญ  ไดรับทุนสนับสนุนโครงการวิจัย จาก
มหาวิทยาลัยบูรพา ประเภทงบประมาณเงินรายได จากเงินอุดหนุนรัฐบาล (งบประมาณ
แผนดิน)  มหาวิทยาลัย บูรพา 
โครงการวิจัย เรื่อง วิธีที่มีประสิทธิภาพสําหรับแกสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ 
ภาษาอังกฤษ       An Efficient Method for Solving Differential-Algebraic Equations 
 
รหัสโครงการ ๘๕๑๔๙ สัญญาเลขที่ ๓๕/๒๕๕๖ 
  ไดรับงบประมาณรวมทั้งสิ้น ๑๒๖,๔๐๐ บาท (หนึ่งแสนสองหมื่นหกพันสี่รอยบาทถวน)  
ระยะเวลาทํางาน ๑ ป  (ระหวางวันที่ ๑๗ ตุลาคม พ.ศ. ๒๕๕๖  ถึงวันที่ ๓๐ กันยายน พ.ศ. 
๒๕๕๖) 
 
บทคัดยอ  
 การวิจัยครั้งนี้มีจุดประสงคเพื่อแกปญญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธในรูป
แบบเดิมโดยที่สมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิตยังคงรูปอยูเดิม  เทคนิคโดยวิธีนิวตัน 
และวิธีนิวตัน-บรอยเดนประกอบกับวิธีปกติที่ใชแกสมการเชิงอนุพันธ คือวิธีรุงเง-คุตตา 
ไดถูกนํามาใชควบกันเพื่อแกปญหา การทดลองแสดงใหเห็นวา วิธีที่สรางขึ้นสามารถ
แกปญหาไดจริง  และมีประสิทธิภาพ ในแงที่วา สามารถประมาณคาผลเฉลยไดอยาง
รวดเร็วโดยมีคาคลาดเคลื่อนนอย ภายในเวลาที่เหมาะสม 
 
Output/Outcome 
 ผลที่ไดจากการวิจัย   ไดสรางวิธีการเพื่อแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธที่มี
ประสิทธิภาพ คือแกปญหาไดจริงโดยไดผลเฉลยเชิงตัวเลขที่มีความแมนยํา คา
คลาดเคลื่อนนอย 
 ผลงานที่ได  ไดเขียนเปนบทความวิจัย  คือ 



Some Numerical Methods for solving Differential Algebraic Equation 
ซึ่งจะไดนําไปเผยแพรในวารสารวิชาการ ตอไป 

 
ขอเสนอแนะ 

 จากการสรางขั้นตอนวิธีการคํานวณ และการทดลองใช พบวาสมการที่ไมมีพจนตัว
ไมทราบคาปรากฏอยูในสมการ ทาํใหการหาผลเฉลยกระทาํไดยากกวากรณีที่มีพจนของ
ตัวไมทราบคาปรากฏอยูในสมการ ดงันั้น ในการนําวิธีการคํานวณไปใช  มีขอเสนอแนะ
ดังนี้ 
 1.  การปรบัเปลี่ยนสมการเพื่อใหมีพจนตัวไมทราบคาปรากฏอยูในสมการ จะทํา
ใหการแกปญหางายขึ้น โดยใชข้ันตอนวิธี A ทั้งในแงของการจัดกระทํากับปญหาใหเขา
แบบการคาํนวณ (Formulation) และผลการคํานวณจะทําใหไดคาที่ถูกตองแมนยํามากขึ้น 
 2.  กรณีที่การปรับเปลี่ยนในขอ 1. กระทําไมได หรือกระทําไดยาก  หรือปญหามี
ดัชนีสูง หรอืมีจํานวนตัวไมทราบคาหลายตัว  การปรับเปลี่ยนใหอยูในรปูสมการเฮซเซน
เบอรกดัชนี 2 และใชข้ันตอนวิธี B กส็ามารถแกปญหาไดดีพอสมควร 



 1 

1.  บทนํา 

1.1   ความสาํคญั และทีม่าของปญหาทีท่ําการวิจัย 
 ปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ (Differential-Algebraic Equation; ADE) เปนปญหาท่ีเกิดขึน้ใน
ตัวแบบทางคณิตศาสตรท่ีมาจากปญหาทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตร  ลักษณะของปญหาเปนสมการ
ท่ีมอีนพุันธและความสมัพันธเชิงพีชคณิตท่ีไมชัดแจง(ในสมการเดียวกัน) และมีเงือ่นไขทีจุ่ดเริม่ตน หรอืท่ี
จุดปลายเปนปญหาคาขอบ โดยท่ีตัวไมทราบคาหรอืผลเฉลยเปนฟงกชัน  แบบทั่วไปของสมการพชีคณิตเชงิ
อนพุันธเขียนในรูปเวกเตอร  เปน 
            F(x'(t), x(t), t)  =  0              (1) 

เมือ่  x : [a, b] → Rn, เปนเวกเตอรของตัวแปรตาม x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) และระบบสมการมี

จํานวนสมการเทากับจาํนวนตัวแปร คือ F = {F1, F1, . . . , Fn) (Ascher 1998)  สมการดังกลาวโดยปกตจิะ

แตกตางจากระบบสมการเชิงอนพุันธเพราะวาไมสามารถจะเขียน x'(t) ใหเปนฟงกชันของตัวแปรอื่น ๆ ท่ี
ชัดเจนได 
 วิธีแกปญหา DAE ขึ้นอยูกบัรูปแบบของปญหา ลกัษณะปญหาอยางหนึ่งที่เกิดขึ้นบอย ๆ คอืปญหาที่
เปนแบบ กึง่ชดัแจง   เปนปญหาสมการเชงิอนพุันธ (ODE) ที่มีเง่ือนไขขอจาํกัดในแบบ 
     y'(t) = f(x(t), y(t), t)             (2a) 
       0   =  g(x(t), y(t), t)             (2b) 

เมือ่ x(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rn, f:Rm+n+1 → Rn  และ  g: Rm+n+1 → Rm  ปญหาดังกลาวมักพบบอย ๆ ใน
การประยกุต  ดังเชนปญหาลูกตุมนาฬิกาที่แกวงไปมา  ถาให (x, y) เปนจุดแสดงตาํแหนงของลูกตุม  โดยกฎ
การเคลือ่นท่ีของนิวตันจะได 
     x''(t)  =   –ax 
     y''(t)  =  –ay – g    (g แรงดึงดูดของโลก) 

โดยมีเง่ือนไขบังคับเปนสมการไมเชิงเสน  x2 + y2 = 1  (ความยาวรัศมลีกูตุม = 1) เมือ่แปลงเปนระบบ
สมการเชิงอนพุันธอนัดับหนึ่ง  จะได 
     x'(t) =  u(t)     y'(t) =  v(t) 
               u'(t)  =  -ax(t)     v'(t) =  -ay(t) – g 
     x(t) + y(t)  =  1 
 ระบบสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธอาจดําเนินการหาอนพุันธสมการทีไ่มมอีนุพันธ ทําใหเปนระบบ
สมการเชิงอนพุันธ  เพื่อท่ีจะใชวิธีแกปญหาสมการเชิงอนพุันธซ่ึงเปนที่ทราบกันดแีลว  จํานวนครั้งของการ
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หาอนุพันธจนกระทั่งเปนระบบสมการเชิงอนพุันธ เราเรยีกวา ดัชนขีองสมการ  โดยปกติ  ถาดัชนีมคีาสูง 
ระบบสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ จะเปนปญหาที่แกยากขึน้ (Campbell, 2008) 
 รูปแบบพิเศษของสมการพชีคณิตเชิงอนพุันธ คอื สมการไฮเซนเบอรก ดัชนี 1 (index-1 Hessenberg 
DAE) คอืสมการ (2) และสมการไฮเซนเบอรกดัชนี 2  (index-2 Hessenberg DAE) คอื 
     y'(t) = f(x(t), y(t), t)             (2b) 
       0   =  g(y(t), t)      
ท้ังสองแบบเปนสมการแบบกึ่งชัดแจง 
 เนื่องจากปญหาในความเปนจริงมกัมีสมการที่ยุงยาก  และไมอาจแกไดโดยวิธีวิเคราะห  เพือ่ให
สามารถนาํผลเฉลยจากของปญหาดังกลาวไปใชประโยชนไดการประมาณคาผลเฉลยโดยวิธีการเชิงตัวเลขจึง
เปนสิ่งจาํเปน    
 ผูเสนอวิจัยสนใจที่จะเสาะหาวิธีแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนพุันธ ที่มีประสิทธิภาพ โดยจะ
ทดลองนาํวิธีแกปญหาคาเริม่ตน และปญหาคาขอบของระบบสมการเชงิอนพุันธมาปรับใช  วิธีการที่ผูวิจัยจะ
นํามาทดลองใชอาจเปนวิธีตาง ๆ ดังนี ้ คอื 1. วิธีผลตางจาํกดั   2. วิธียิงเปา โดยควบกับวิธีของนิวตัน หรอืวิธี
เสนตัดโคง (Secant method), วิธีฟงกชันประมาณคา และวิธีกึ่งแบบเชิงเสน  โดยจะสรางขัน้ตอนวิธี  พิสูจน
การลูเขา  และทดลองใชกับปญหาดังกลาว และปญหาอืน่ท่ีคลายกัน  
 
    1.2  วัตถปุระสงคของโครงการ 
 เพื่อเสาะหาเทคนคิ-วิธีการทีม่ีประสิทธิภาพ สําหรับแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนพุันธ 

 
    1.3  ทฤษฎี  สมมุติฐาน  หรือกรอบแนวความคิด 
 วิธีเชิงตัวเลขสวนใหญจะใชวิธีทําใหเปนแบบดิสครีตโดยการแบงชวงของฟงกชันเปนชวงเล็กยอย 
ๆ แลวประมาณคาอนุพันธโดยสูตรผลตาง  แตวาวิธีดังกลาวนี้ใชไดผลดีเมือ่สมการมีดัชนีเปน 1  ถาดัชนีสูง
วิธีดังกลาวกลายเปนวิธีท่ีไมเสถียร  ผูเสนอโครงการวิจยันี้เห็นวา  ถามองปญหาเปนการแกสมการทีม่ีตัวไม
ทราบคาเปนฟงกชัน  ปญหาจะเปนการแกสมการในปริภูมิบานาค (มติิไมจาํกดั)  วิธีของนิวตันในปริภูมิบา
นาคมีช่ือวา วิธีกึ่งแบบเชิงเสน (Quasi-linearization Method) อาจใชไดผลดี  และวิธีดังกลาวนี้เปนวิธีทั่วไป  
คาดวานาจะใชแกปญหาไดทุก ๆ แบบ  อีกวิธีหนึ่งคอืวิธียิงเปา ซึ่งปรกติใชแกปญหาคาขอบของระบบ
สมการเชิงอนพุันธสามัญ แตอาจนํามาปรบัใชกับปญหาสมการพีชคณติเชิงอนุพันธได วิธีท่ีกลาวถงึนี้ ผูวิจัย
ไดพัฒนาวิธีแกระบบสมการชือ่วา วิธีสองขั้น หรอื วิธีนิวตัน-บรอยเดน โดยใชวิธีการปรับคาเริม่ตนโดยวิธี
นิวตันควบกับวิธีของบรอยเดน ปรากฏวาเปนวิธีท่ีมีประสิทธิภาพสงู  คอืใชแกปญหาไดดี รวดเร็ว และใช
แรงงานนอย ซึ่งอาจนาํมาปรับใชกับปญหาใหมน้ีได 
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       1.4  ผลงานวิจัยที่เกี่ยวของ (Literature review)  
 การแกปญหา DAE โดยวิธีเชิงตัวเลขสวนใหญแบงไดเปน 2 แบบ  คือ  1. แกปญหาโดยทาํดิส ครตี 
คอืแบงชวงยอย ๆ แลวใชผลตางประมาณคาอนพุันธ  2. เปลี่ยนปญหาใหเปนแบบทีม่ดีัชนีตํ่า   วิธีแรกกระทาํ
ไดผลดถีาปญหามีดัชนีต่าํ  และไดผลนอยหรอืทําไมได ถาปญหาทดีชันีสูง  วิธีท่ีสองคอืการลดดชันี ซึ่งการ
กระทําตองใชการวิเคราะห  การทาํจึงใชแรงงานสูง  และเกี่ยวของกับผูคาํนวณมาก   ดังนั้นจึงทําเมือ่จาํเปน 
 วิธีแกสมการ DAE ท่ีใชอยูไดแกวิธีวิธีของออยเลอรกลบัทาง (Backward Euler method) ซึ่งใชไดดี
สําหรับปญหาดัชนี 1 รวมท้ังปญหาชนิดแกยาก (Stiff index-1) แตสําหรับปญหาทีม่ีดัชนีสูงวิธีนี้ไดผลนอย
หรือใชไมได   วิธีอื่น ๆ เชน วิธีหลายขั้น และวิธีรุงเง-คุตตา กม็ักใชไมไดกับปญหา DAE ท่ีมีดัชนีสูง  
(Ascher et al. 1998)  สําหรับปญหากึง่ชัดแจงดัชน ี 2 ก็ยังสามารถแกไดโดยวิธีของออยเลอรกลับทาง 
(Brenan et al. 1996)  (Hairer et al. 1998)  สําหรับปญหาทีม่ีดัชนีสูงตองใชวิธีอันดบัสูงในการแกปญหา คอื
วิธีสูตรอนุพนัธกลับทาง (Backward Differential Formula; BDF) โดยการประมาณคาอนุพันธโดยสูตร
ผลตางอนัดับสูง นอกจากนี้มีวิธีวิธีฟงกชันประมาณคาของราเดา และวิธีรุงเง-คุตตาแบบไมชัดแจง (Radau 
collocation and implicit Runge-Kutta methods)  วิธีท่ีกลาวมาแลวท้ังหมดปกติใชสําหรับแกปญหาคาเริม่ตน 
(ODE)  แตเมือ่นาํมาใชกับปญหา DAE จําเปนตองมีการปรับเพิม่เงือ่นไข  และถาปญหา DAE มเีงื่อนไขทีจุ่ด
อื่นเปนปญหาคาขอบ ก็จะตองมีการแกระบบสมการโดยวิธีของนิวตนัหรอืวิธีอื่น ๆ เขามาเกีย่วของดวย 
          สําหรับสมการเฉพาะแบบ เชน ปญหา DAE กึง่ชัดแจงแบบไฮเซนเบอรก (Hessenberg) จะมีวิธีท่ีใช
ไดผลด ี  มีช่ือวา วิธีเสถียร  หรือวิธีภาพฉาย (Stabilized or projected method) ซึ่งมีแนวคดิหลักคอื ทําปญหา
ใหเปนแบบดิสครีตโดยวิธีท่ัวไปของ ODE และใชวิธีภาพฉายไปยังแกนพิกดั เพื่อทาํใหผลเฉลยใกลกับ
สมการที่เปนเงื่อนไขบังคับ (Eich-Soellner et. al. 1998) 
          ผูเสนอวิจัยไดคนพบวิธีแกระบบสมการไมเชิงเสน ช่ือวาวิธีของนิวตัน-บรอยเดน ซึ่งเปนการควบรวม
วิธีท้ังสองในขัน้ตอนเดยีว เปนวิธีท่ีมีประสิทธิภาพและใชแรงงานนอย โดยขนิษฐาไดนําวิธีนี้ไปใชแกปญหา
คาขอบทีม่ีเง่ือนไขคาขอบเปนสมการซับซอนแบบไมชัดแจง ปรากฏวาไดผลดี สามารถลดแรงงานจากวิธี
ของนิวตันไดถึง 10-50% (K. Chompuvised, A. Dhamacharoen 2011) ผูวิจัยเชือ่วา  อาจนาํวิธีนี้ไปใช
แกปญหา DAE ไดดีเชนเดียวกัน 
 
    1.5  วิธีนิวตัน-บรอยเดน  ( Newton-Broyden Method) 
 วิธีนิวตัน-บรอยเดน เปนวิธีแกระบบสมการไมเชิงเสน นาํเสนอครั้งแรกโดยอาํพล 2554 [4, 5] ใน

ช่ือ วิธีสองขั้น ระบบสมการอยูในแบบ 
          F(u(x), x)  =   0           (3) 
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ถาแกระบบสมการโดยวิธีของนิวตัน  จะไดสูตรการคาํนวณเปน 

 xi+1 =  xi – [Fu(u(xi), xi)u'(xi) + Fx(u(xi), xi)]-1F(u(xi), xi), i = 0, 1, 2, . . .         (4) 

ถาแทน u'(xi) ดวย Di จะได 

 xi+1 =  xi – [Fu(u(xi), xi)Di + Fx(u(xi), xi)]-1F(u(xi), xi),   i = 0, 1, 2, . . .                   (5) 

และมีสูตรการปรับคาเมทริกซ 

   Di+1  =  Di + 
i

T
i

1

bb
(u(xi+1) – u(xi) – Dibi)biT           (6) 

เมือ่ bi = xi+1 – xi. สมการ (6) เรยีกวา สูตรปรับคาลาํดับขั้น 1 ของบรอยเดน (Broyden's rank-1 update) 

สมการ (5) และ (6) คือวิธีนิวตัน-บรอยเดน  วิธีดังกลาวนีค้งลักษณะที่ดขีองวิธีนิวตันไว  และแทนที่การ
คาํนวณที่ยุงยากดวยวิธีของบรอยเดน  ถามีจุดเริม่ตน x0 และ D0 ท่ีดี วิธีการดังกลาวจะทําใหไดลาํดับของจุด

ท่ีลูเขาสูผลเฉลยของระบบสมการ (3) โดยมีอันดับการลูเขา เปนแบบ เหนือเชิงเสนแบบ q 
 
    1.6 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ  เปนการสรางองคความรูใหมในสาขาวิชาคณิตศาสตรประยุกต  มี
ประโยชนในการพฒันาความรูทางคณิตศาสตรของประเทศ  ผลการวิจัยนี้สามารถนาํไปใชไดอยาง
กวางขวาง คอื  1. ความรูทฤษฎีบทตาง ๆ ท่ีสรางขึ้นเพือ่ยืนยนัความถกูตองของวิธีการจะเปนความรูพ้ืนฐาน
สําหรับเรื่องอืน่ ๆ และเปนเนื้อหาทางคณิตศาสตรระดับสูง ที่จะเปนองคความรู ใชสอนในระดับปริญญาโท 
(เอก) ได  2.  ระเบียบวิธีการคาํนวณที่สรางขึ้นจะสามารถนาํมาใชสรางซอฟตแวรคาํนวณสําหรับปญหาทาง
วิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตรท่ีเกีย่วของ 

ผลกระทบที่เกิดข้ึน  หากผลงานเปนไปดงัคาดหมาย จะเปนองคความรูใหมทีม่ีประโยชนใน การ
พัฒนาเทคโนโลย ี มีผลกระทบตอสังคมไทย ในแงของการสรางความเชือ่มั่นในภูมิปญญาของคนไทย สราง
ความมั่นคงดานวิชาการ สรางศักยภาพในการเรียนการสอนระดับสูง (ปริญญาโท เอก) สรางชื่อเสียงให
มหาวิทยาลยั  และของประเทศโดยรวม 
 

2.  การดําเนนิการวิจัย และผลการวิจัย 
     2.1  การสรางข้ันตอนวิธี 
 ผูวิจัยไดสรางวิธีแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนพัุนธ โดยมีพื้นฐานจากวิธีแกระบบสมการโดยวิธี
นิวตัน-บรอยเดน ซึ่งเปนที่ผูวิจัยไดคิดคนไว  โดยพจิารณาปญหา 2 แบบ  คอื ปญหาสมการเฮซเซนเบอรก 
ดัชนี 1 และ สมการเฮซเซนเบอรก ดัชนี 2 
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 1.  ปญหา สมการเฮซเซนเบอรก ดัชนี 1  ซึ่งเขยีนอยูในรปู 
     y'(t) = f(x(t), y(t), t)             (7a) 
       g(x(t), y(t), t)  =  0             (7b) 
และกาํหนดเงือ่นไขคาเริม่ตน 
         y(t0)  =  y0              (7c) 

เมือ่กาํหนดเงือ่นไขเริม่ตนทีส่อดคลองพอดี  จะทําใหสมการนี้มีผลเฉลย คอืมีฟงกชัน x(t) และ y(t) ที่ทําให
สมการ (7a), (7b) และ (7c) เปนจริง  ในปญหาดังกลาว  เราสมมุติวา สมการ (7b) อยูในแบบไมชัดแจง 
เพราะถาสามารถเขียน x(t) ในรูปของ y(t) ไดชัดแจง ปญหาจะกลายมาเปนสมการเชิงอนพุันธแทจรงิ ไมเปน
สมการพีชคณติเชิงอนุพันธอีกตอไป 

 การแกปญหา  กระทําดังนี ้ แบงชวง [a, b] เปน n ชวงยอยเทา ๆ กัน แตละชวงยอยกวาง h = b a
n
− , 

และ  t0 = a, ti = ti-1 + h,  i = 1, 2, . . . , n. 

กําหนดให     F(x(ti-1))  =  g(x(ti), y(ti), t),  i = 1, 2, . . . , n 

เมือ่        y(ti)  =  u(x(ti-1))  โดยผานสมการ (7a) 

ดังนั้นสมการจะเปน 
              F(x(ti-1))  =  0 

ในชวงแรกเราทราบคาของ y(t0) ซึ่งจะใชคานี้เพ่ือหาคา x(t0) โดยใชสมการ (7b)  ตอไปในแตละชวงยอย 

[ti-1, ti] เราจะแกปญหา (7a) เพื่อหาคา y(ti)  โดยใชวิธีรุงเง-คุตตาอันดบั 4 ซึ่งจะตองหาคา 

    F1  =  h f(x(ti-1), y(ti-1),  ti-1)   

    F2  =  h f(x1, y(ti-1)+F1/2),  ti-1+h/2) 

    F3  =  h f(x2, y(ti-1)+ F2/2,  ti-1+h/2) 

    F4  =  h f(x3, y(ti-1)+F3,  ti-1+h) 

และได    y(ti)  =   
6
1 ( F1 + 2 F2 + 2 F3 + F4) 

คาของ x1, x2 และ x3 ซึ่งจะตองใชในการหาคา F2, F3 และ F4  เราหาไดจากสมการ (4b) โดยใชคา y(ti-

1)+F1/2 ใน F2, y(ti-1)+F2/2 ใน F3 และ y(ti-1)+F3 ใน F4 เมื่อไดคา y(t) แลวก็สามารถหาคา x(t) ไดจาก

สมการ (7b) เชนเดยีวกัน จากนีก้็ดําเนนิการในชวงตอไป จนกระทั่งถึงชวงสุดทาย  จะไดผลเฉลยตาม
ตองการ  (ดขูัน้ตอนวิธี A) 
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 2.  ปญหา สมการเฮซเซนเบอรก ดัชนี 2  ซึ่งเขยีนอยูในรปู 
     y'(t) = f(x(t), y(t), t)             (8a) 
             g(y(t), t)  =  0             (8b) 
และกาํหนดเงือ่นไขคาเริม่ตน 
               y(t0)  =  y0             (8c) 

สังเกตวา สมการ (8b) ไมมพีจน x(t)  ดังนัน้ จะใชสมการ (8b) เพื่อหา x(t) ไมได  ในกรณีนี้  เราพิจารณาตัว
แปรดังกลาวเปนตัวไมทราบคา ซึ่งเราจะหา เพือ่ใหสอดคลองกับสมการ (8b) 
 แบงชวง [a, b] เปน n ชวงยอยเทา ๆ กัน แตละชวงยอยกวาง h = b a

n
− , และ 

   t0 = a, ti = ti-1 + h,  i = 1, 2, . . . , n. 

กําหนดให    F(x(ti-1), y(ti-1))  =  g(y(ti), t),  i = 1, 2, . . . , n. 

เมือ่        y(ti)  =  u(x(ti-1))  โดยผานสมการ (8a) 

ดังนั้นสมการจะเปน 
       F(x(ti-1), u(x(ti-1))  =  0 

 ในแตละชวงยอย [ti-1, ti] เมือ่ทราบคา y(ti-1) เราคาดเดาคาของ x(ti-1) แลวแกปญหา (7a) เพื่อหาคา 

y(ti)  โดยใชวิธีรุงเง-คุตตาอนัดับ 4 ซึ่งจะตองหาคา F1, F2, F3 และ F4 ดังขางบน  แตในที่นี้เราใชคา x(ti-1) 

เปนคาคงตัวในทุก ๆ Fi แลวตรวจสอบเงื่อนไข (8b)  ในขั้นตอนนีเ้ราปรับเปลี่ยนคาของ x(ti-1) เพื่อให

ผลลัพธสอดคลองกับสมการ (8b) โดยใชวิธีนิวตัน-บรอยเดน  เมือ่ไดคา x(ti-1) ตามตองการแลว  ก็จะเลื่อน

ไปทําในชวงยอยถัดไป  โดยใชคา x(ti-1) เปนคาคาดเดาของ x(ti) ในชวงถัดไป 

 จากที่ไดอธิบายไว  เราดาํเนนิการดังนี ้
ปญหา (7a, b, c): 
กําหนดฟงกชัน F:              F(x(ti-1))  =  g(ti, x(ti-1), y(ti-1)), i = 1, 2, . . . , n. 

ปญหากลายมาเปน (3) 
                   F(x(ti-1))  =  0 

ซ่ึงสามารถแกไดโดยวิธีของนิวตัน 
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P1: วิธีของนิวตัน (Newton Method) 
  กําหนดคา ε เพื่อใชตรวจสอบ 
  กําหนดคาคาดเดา  z 

       A: คาํนวณคา F(z) 
 ตรวจสอบ  ||F(z)|| < ε, (เมือ่ ε เปนจาํนวนมคีานอยท่ีกาํหนดไว) 
  ถาจริง  ใหไปที่ B (จบขั้นตอนนี้)  ถาไมจริง ทาํขั้นตอไป 
 คาํนวณคา F'(z) 
 แกสมการ  F'(z)b = –F(z)เพือ่หาคา b 
 ปรับคา  z = z + b 
 แลวไปทําขั้น A 
        B:  จบการกระทาํ 

Algorithm A: 
ขั้นเตรยีมการ:  (1)  กาํหนดคาเริม่ตน  y(t0) =   y0 

(2)  หาคา x(t0)โดยการแกสมการโดยใช  P1:  กาํหนดคา x(t0) = z 

ขั้นหลกั:   เมือ่ i = 1, 2, . . . , n;  ดําเนินการขั้นตอไปนี ้
ขั้นท่ี 1.  แกปญหาคาเริ่มตน (7a) 1 ครั้ง เพ่ือหาคา y(ti) โดยดาํเนินการตอไปนี ้ 
   (1)  คาํนวณคา:  F1 =  h f(t, x(ti-1), y(ti-1)) 

        y1 = y(ti-1) + F1/2, แกสมการ g(ti-1+h/2, x1, y1) = 0 หาคา x1 (โดยใช P1) 

(2) คาํนวณคา:  F2 =  h f(t+h/2, x1, y1) 

       y2 = y(ti-1) + F2/2, Solve g(t+h/2, x2, y2) = 0 หาคา x2 (โดยใช P1). 

(3) คาํนวณคา:  F3 =  h f(t+h/2, x2, y2) 

       y3 = y(ti-1) + F3/2, Solve g(t+h, x3, y3) = 0 หาคา x3 (โดยใช P1). 

(4) คาํนวณคา:  F4 =  h f(t+h, x3, y3) 

(5)        y(ti) = y(ti-1) + (F1 + 2(F2 + F3) + F4)/6 
ขั้นท่ี 2.  แกปญหา (7b) เพื่อหาคา x(ti) โดยใช P1: กําหนดคา x(ti) = z 

แลวดาํเนินการในชวงตอไป (Next i) 
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ปญหา (8a, b, c): 
กําหนดฟงกชัน F:              F(x(ti-1), y(ti-1))  =  g(ti, y(ti)), i = 1, 2, . . . , n. 

ปญหากลายมาเปน (3) 
      F(x(ti-1), y(ti-1))  =  0 

ซ่ึงสามารถแกไดโดยวิธีของนิวตัน-บรอยเดน 
 
P2: วิธีรุงเง-คตุตา 1 ขั้น 
  กําหนดคา ti-1, x(ti-1), y(ti-1) และ b.  

        คาํนวณคา:  F1 =  h f(t, x(ti-1), y(ti-1)) 

        y1 = y(ti-1) + F1/2 และ x1 = x(ti-1) + b/2,  

        คาํนวณคา:  F2 =  h f(t+h/2, x1, y1) 

       y2 = y(ti-1) + F2/2 และ  x2 = x(ti-1) + b/2, 

       คาํนวณคา:  F3 =  h f(t+h/2, x2, y2) 

       y3 = y(ti-1) + F3/2 และ   x3 = x(ti-1) + b, 

       คาํนวณคา:  F4 =  h f(t+h, x3, y3) 

แลว      y(ti) = y(ti-1) + (F1 + 2(F2 + F3) + F4)/6 
Algorithm B: 
ขั้นเตรยีมการ:   
 (1)  กาํหนดคาเริม่ตน  y(t0) =   y0 

(2)  คาดเดาคา x(t0) = z 

(3)  คาดเดาเมทริกซ D0 (อาจเปน I) 
(4)  คาดเดาคา b 
(5)  แกปญหาคาเริม่ตน (8a) 1 ขั้น เพือ่หาคา y(ti) โดยใช P2 
(6)  คาํนวณคา F(x(ti-1), y(ti-1)) = g(ti, y(ti)) 

ขั้นหลกั:  เมือ่ i = 1, 2, . . . , n;  ดําเนินการขั้นตอไปนี ้
ขั้นท่ี 1. ตรวจสอบ  ||g(ti, y(ti)|| < ε, (เมือ่ ε เปนจาํนวนมคีานอยท่ีกําหนดไว) 

 ถาจริง  ใหไปที่ชวงตอไป (next i) (จบขั้นตอนนี้)  ถาไมจริง ทาํขั้นท่ี 2 
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ขั้นท่ี 2.  (1)  กําหนดคา u = y(ti) 

 (2)  คาํนวณคาเมทริกซ A = Fx(x(ti-1), y(ti)) + Fy(x(ti-1), y(ti))D 

 (3)  แกสมการ           Ab  =  –g(ti, y(ti))  เพื่อหาคา b 

 (4)  กําหนดคา        x(ti-1) = x(ti-1) + b 

 (5)  แกปญหา (8a) 1 ขั้น (โดยใช P2) เพือ่หาคา y(ti) 
 (6)  คาํนวณคา     g(ti, y(ti)) 

 (7)  ปรับคา D  =  D + 
bbT

1 (y(ti) – u – Db)bT 

 (8)  ไปทําขั้นท่ี 1. 
จบขัน้ตอนวิธี 
 
     2.2  การทดลอง 

     ทดลองการใชขั้นตอนวิธีโดยตัวอยาง 3 ตัวอยาง  ตัวอยางแรกเปนปญหาเฮซเซนเบอรก ดัชนี 1 
โดยมีระบบสมการเชิงอนุพนัธ และสมการพีชคณิตเปนแบบไมเชิงเสน  ดังนี้ 

   x"(t)  =  –(3t + 1)y(t) – x(t)(4z(t) + 1)    , 0 ≤ t ≤ 1 
   y"(t)  =  4 cos(z(t)) – y(t)(4z(t) + 1) 
 มีเง่ือนไขเริ่มตน  x(0) = 0, y(0) = 0, 
    x'(0) = 1, y'(0) = 2 
            สมการพีชคณิต 
   4 x(t) cos(z(t)) + t y2(t) = 4(z(t) – t2) 
ปญหานีม้ีผลเฉลยแมนตรงคอื 
    z(t) = t(t + 1) 
    x(t) = t cos (z(t)), 
    y(t) = sin(z(t)). 
โดยใชขั้นตอนวิธี A ไดผลเฉลยเชงิตัวเลขที่ดี มคีาคลาดเคลือ่นนอย ดังแสดงในตาราง 1. (เมือ่ xs, ys และ 

zs เปนคาคาํนวณจากผลเฉลยแมนตรง) 
 

ตาราง 1.  ผลการคาํนวณคา x(t), y(t) และ z(t) จากขั้นตอนวิธี A  และคาคลาดเคลือ่น 
    

i t x y z x – xs y – ys z – zs  
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.0000000 
5 0.083333    0.082994 0.180310 0.090278 0.000000 0.000000 0.0000000 

10 0.1666667   0.1635259 0.3864430 0.1944444 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
15 0.2500000   0.2378920 0.6148770 0.3125000 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
20 0.3333333   0.3009499 0.8599127 0.4444444 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
25 0.4166667   0.3461609 1.1131836 0.5902778 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
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30 0.5000000   0.3658444 1.3632775 0.7500000 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
35 0.5833333   0.3517169 1.5955682 0.9236111 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
40 0.6666667   0.2957773 1.7923844 1.1111111 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
45 0.7500000   0.1915753 1.9336531 1.3125000 -0.000000 0.0000000 0.0000000 
50 0.8333333   0.0358377 1.9981497 1.5277778 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
55 0.9166667   -0.169652 1.9654489 1.7569445 0.0000001 0.0000001 0.0000001 
60 1.0000000   -0.416147 1.8185950 2.0000002 0.0000002 0.0000003 0.0000002 
 

 ปญหาขอท่ีสองเปนปญหาทีพ่บเห็นบอยครั้ง  คอืปญหาเพนดลูัม (The pendulum problem) ท่ี
แสดงในระบบพิกัดฉาก xy  ดังนี ้
    x"(t)  =  –λ(t)x(t)    , t ≥ 0 
    y"(t)  =  –λ(t)y(t) – g      (9) 
    x(t)2 + y(t)2  =  L2 
เมือ่ g = 9.8  ปญหานี้เปนปญหา DAE กึ่งชัดแจง ดัชนี 2  ในการแกปญหา เราระบคุา L = 1 และ
กําหนดคาเริ่มตน x(0) = 1, y(0) = 0, x'(0) = 0 และ y'(0) = 0  โดยการแปลงตัวแปร y1 = x, y2 = x', y3 

= y and y4 = y'  จะไดระบบสมการเชิงอนุพันธ 
    y1'  =  y2 

    y2'  =  –λy1 
    y3'  =  y4 

    y4'  =  –λy3 – g     

เง่ือนไขเริ่มตน:            y1(0) = 1                    (10a) 
              y2(0)  = 0 
              y3(0)  = 0 
              y4(0)  = 0 

สมการพีชคณติ:                    y1
2 + y3

2 – 1 =  0.         (10b) 
 
 ถาเรากําหนดให x = sin θ และ y = -cos θ  แทนลงในสมการ (9) จัดรูปใหม จะเปนปญหาคา
เริม่ตนมีสมการเชิงอนพุันธสามัญ 

    θ"(t)  =  - g sin(θ(t)), t ≥ 0          (11) 
      θ(0)  =  

2
π . 

  
 จาก (10b)  ถาเราหาอนุพันธสองครั้ง จะไดสมการ 
      λ(t)  =  y2

2(t) + y4
2(t) – g y2(t).           (12) 

ระบบสมการ (10a) และ (12) จะเปนระบบสมการเชิงอนพุันธปกติ  เพราะวาฟงกชัน λ(t) เขียนไดในรูปของ 
y2(t) และ y4(t) แบบชัดแจง 
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 ในการทดลองนี้  เราแกปญหา (9a) และ (9b) โดยใชขัน้ตอนวิธี B ไดผลเฉลยเชิงตัวเลขดังแสดงใน
ตาราง 2  เราทดลองแกปญหา (11) และ ปญหา(10a) และ (12) ปรากฏวาไดผลเหมือนกัน  และเราใชเปนคา
เปรยีบเทียบกบัผลลัพธจากขั้นตอนวิธี B ในตาราง 2 คา xs, ys และ λs มาจากปญหา (11)  คา λ(t) เปนคาท่ี
จุดกึ่งกลางชวง t + h/2 
 

ตาราง 2.  ผลการคาํนวณคา x(t), y(t) และ λ(t) จากขั้นตอนวิธี B  และคาคลาดเคลือ่น 
i t x y λ(t) x – xs y – ys  λ – λs 
0 0.000000 1.000000 0.000000 0.0066694    0.000000 0.000000 -0.01334 
5 0.083333 0.999421 -0.034020 1.2067764    0.000000 0.000000 -0.01327 

10 0.166667 0.990763   -0.135608 4.3889120   0.000000 0.000000 -0.01245 
15 0.250000 0.953758   -0.300577 9.4089741 -0.000000 -0.000000 -0.00924 
20 0.333333 0.858149 -0.513401 15.762372   -0.000000 -0.000000 -0.001840 
25 0.416667 0.674223 -0.738528 22.336944 0.000000 0.000000 0.009746 
30 0.500000 0.392046 -0.919946 27.443990   0.000000 0.000000 0.021502 
35 0.583333 0.039516 -0.999219 29.406564 0.000001 0.000000 0.026667 
40 0.666667 -0.320679 -0.947188 27.497515   0.000001 -0.000000 0.021650 
45 0.750000 -0.621722 -0.783238 22.424766    -0.000001 0.000001 0.009949 
50 0.833333    -0.826959 -0.562262 15.858262 0.000001 -0.000000 -0.001681 
55 0.916667    -0.939329 -0.343017 9.4922857 0.000000 -0.000000 -0.009152 
60 1.0000000   -0.986140 -0.165918 4.4483962   0.000000 -0.000000 -0.012414 

 
 

        ปญหาขอท่ีสามเปนปญหาเฮซเซนเบอรกดัชนี 2 โดยมรีะบบสมการเชิงอนพุันธและสมการพีชคณิตเปน
แบบไมเชิงเสน  ดังนี้ 
   x"(t)  =  x(t)(4z(t) – 1) + 2(1 – 3t)y(t)     , 0 ≤ t ≤ 1 
   y"(t)  =  2 sin(z(t)) + y(t)(4z(t) – 1) 
 เงื่อนไขเริม่ตน: 
    x(0) = 0, y(0) = 1, 
    x'(0) = 0, y'(0) = 0 
            สมการพีชคณิต: 

           x2(t) + t2y2(t) =  t2 
สังเกตวาในปญหาไมมีตัวแปร z(t) ในสมการพีชคณิต  ปญหานีม้ีผลเฉลยแมนตรงคอื  
    z(t) = t(1 – t) 
    x(t) = t sin(z(t)), 
    y(t) = cos(z(t)). 
 

โดยใชขั้นตอนวิธี B แกปญหานี้  ไดผลดี คอืคาคลาดเคลือ่นนอย  ดังแสดงไวในตาราง 3 คาของ z(t) เปน
คาที่จุดกึ่งกลางชวง t + h/2 
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ตาราง 3.  ผลการคาํนวณคา x(t), y(t) และ z(t) จากขั้นตอนวิธี B  และคาคลาดเคลือ่น 
 

i t x y z x – xs y – ys z – zs 
0 0.0000000   0.0000000 1.0000000 .0055058 0.0000000 0.0000000  -0.0027581 
5 0.0833333   0.0063659  0.9970838 0.0860924 0.0000000 -0.0000000 0.0028285 

10 0.1666667   0.0230738   0.9903704 0.1416003 0.0000000 -0.0000000 -0.0027746 
15 0.2500000   0.0466008 0.9824733 0.1944127 0.0000000 -0.0000000 0.0028155 
20 0.3333333   0.0734659  0.9754101 0.2221708 0.0000000 -0.0000000 -0.0027597 
25 0.4166667   0.1002790 0.9706071   0.2471710 0.0000000 -0.0000000 0.0027960 
30 0.5000000   0.1237020   0.9689124 0.2471938 0.0000000 -0.0000000 -0.0027367 
35 0.5833333   0.1403905 0.9706071 0.2443677 0.0000000 -0.0000000 0.0027705 
40 0.6666667   0.1469318 0.9754101 0.2166649 0.0000000 -0.0000000 -0.0027101 
45 0.7500000   0.1398025 0.9824733 0.1860087 0.0000000 -0.0000000 0.0027448 
50 0.8333333   0.1153690 0.9903704 0.1305767 0.0000000 -0.0000000 -0.0026872 
55 0.9166667   0.0699551 0.9970838 0.0721021 0.0000000  -0.0000000 0.0027271 
60 1.0000000   0.0000001 1.0000000 -0.0110809   0.0000000  0.0000000 -0.0026781 

 

3.  สรุป และอภิปรายผล 
        ในการวิจัยนี้  ไดสรางขั้นตอนวิธีเพือ่แกปญหาระบบสมการ DAE ในแบบกึ่งชดัแจง เปนปญหา
เฮซเซนเบอรก ดัชนี 1 และดชันี 2  โดย ขัน้ตอนวิธี A ใชสําหรับปญหาดัชนี 1 และขัน้ตอนวิธี B ใชสําหรับ
ปญหาดัชนี 2  ในขั้นตอนวิธี B มีความจาํเปนตองใชวิธีนิวตัน-บรอยเดนแกสมการ 
 ในการสรางขัน้ตอนวิธี ไดใชวิธีรุงเง-คุตตาในการแกสมการเชิงอนุพันธ  จะตองหาคา F1, F2, F3 

และ F4 ซึ่งจะตองมขีอมูลคาท่ีจดุกึ่งกลางชวงและที่จุดปลายชวง เนือ่งจากไมมขีอมลูของตัวแปรที่ไมทราบ

คา จึงจะตองมเีทคนกิประมาณคาดังกลาว ในขั้นตอนวิธี A สามารถหาคาไดโดยวิธีของนิวตัน แตในขัน้ตอน
วิธี B ตองสมมุติวาตัวไมทราบคานัน้เปนคาคงตัวในชวงยอยแตละชวง เนือ่งจากไมมพีจนของตัวไมทราบคา
ปรากฏอยู จึงจําเปนตงใชวิธีนิวตัน-บรอยเดนประมาณคาดังกลาว (วิธีนิวตัน-บรอยเดน เปนผลงานวิจัยเดมิ
ของผูวิจัย) 
 เนื่องจากการสรางขั้นตอนวิธี  ไดนาํวิธีที่รูจกัแพรหลายมาประยุกตใช  จึงไมมีทฤษฎีใหมท่ีตอง
พิสูจน การคํานวณในขัน้ตอนตาง ๆ เปนไปเหตุผลและเงื่อนไขของตวัแปรทีม่อียูในสูตรการคาํนวณ จึงทาํ
ใหไดผลสําเรจ็ตามเปาหมายที่คาดไว 
 ผลการทดลองปรากฏวา  ใชไดผลดีทั้งสองวิธีท่ีทํา  กลาวคือ คาคลาดเคลื่อนนอย โดยขัน้ตอนวิธี A 
คาคลาดเคลือ่นทุกรายการ นอยกวา 10-7  และลาํหรบัขั้นตอนวิธี B คาคลาดเคลือ่นของตัวแปรหลักใน
สมการเชิงอนพุันธ นอยกวา 10-7  ขณะที่คาคลาดเคลือ่นของตัวแปรเสรมิ สวนใหญ นอยกวา 10-2 มี
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บางสวนทีม่ีคาคลาดเคลือ่นสูงกวา 10-2 แตก็นอยกวา 10-1 ซ่ึงเกิดขึ้นเนื่องจากคาของตัวแปรมีคามาก  ซึ่งถา

คิดคาคลาดเคลือ่นสมัพัทธจะพบวา มคีานอยกวา 10-2 
 ช้ันตอนวิธี B มคีวามยากเพราะวาไมมีตัวแปรปรากฏอยูในสมการ ผลการคํานวณจึงมคีา
คลาดเคลื่อนสงู  แตก็ไมสูงมาก คอื คาคลาดเคลือ่นสมัพัทธไมเกิน 1% ความคลาดเคลือ่นนี้เกดิจากการที่
ประมาณคาของฟงกชันไมทราบคาที่จุดตาง ๆ ในชวงยอยโดยใชคาคงตัว  
  
4.  ขอเสนอแนะ 
 จากการสรางขั้นตอนวิธีการคาํนวณ และการทดลองใช พบวาสมการทีไ่มมีพจนตัวไมทราบคา
ปรากฏอยูในสมการ ทาํใหการหาผลเฉลยกระทาํไดยากกวากรณีท่ีมีพจนของตัวไมทราบคาปรากฏอยูใน
สมการ ดังนั้น ในการนําวิธีการคาํนวณไปใช  มขีอเสนอแนะดังนี ้
 1.  การปรับเปลี่ยนสมการเพื่อใหมพีจนตัวไมทราบคาปรากฏอยูในสมการ จะทาํใหการแกปญหา
งายขึน้ โดยใชขั้นตอนวิธี A ท้ังในแงของการจดักระทํากับปญหาใหเขาแบบการคาํนวณ (Formulation) และ
ผลการคาํนวณจะทาํใหไดคาทีถู่กตองแมนยํามากขึน้ 
 2.  กรณีที่การปรับเปลี่ยนในขอ 1. กระทําไมได หรอืกระทาํไดยาก  หรือปญหามีดัชนีสูง หรอืมี
จํานวนตัวไมทราบคาหลายตัว  การปรับเปลี่ยนใหอยูในรูปสมการเฮซเซนเบอรกดชันี 2 และใชขัน้ตอนวิธี B 
ก็สามารถแกปญหาไดดพีอสมควร 
 

_________________________ 
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ภาคผนวก 

 
ก. โปรแกรมคอมพิวเตอรตามขั้นตอนวธิี A และขั้นตอนวิธ ีB  ที่ใชแกปญหาในการทดลอง 
ข. แบบรางบทความงานวิจยัที่พรอมจะนําไปลงในวารสารวิชาการ 
ค. ประวตัินกัวจิัยและคณะ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 16 

ภาคผนวก ก. 
โปรแกรมคอมพิวเตอร (MATHLAB) สําหรับตัวอยางในงานวิจัย 
Example1 
dae1: 
n=60; 
h=1/n; 
x=0; 
y=0; 
u=1; 
v=2; 
t=0; 
z=0; 
xs=x;ys=y;zs=z;ts=t; 
solve 
z=zs; 
i=0; 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',0,t,x,y,s0,x-xs,y-ys,s0-
z) 
for i=1:n 
daerung 
t=t+h; 
xs=x;ys=y;zs=z;ts=t; 
solve 
z=zs; 
xs=t*cos(z);ys=2*sin(z);zs=t*(t+1); 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',i,t,x,y,s0,x-xs,y-ys,s0-z) 
end 
 
solve: 
s=cos(zs); 
f=4*s*xs+ts*ys*ys-4*(zs-ts*ts); 
while abs(f) > .0000000001 
  s1=-sin(zs); 
  fu=[4*s ts*2*ys]; 
  dd=4*s1*xs-4; 
  b=-f/dd; 
  zs=zs+b; 
  s=cos(zs); 
  f=4*s*xs+ts*ys*ys-4*(zs-ts*ts); 
end 
 
daerung: 
x0=x;y0=y;u0=u;v0=v;z0=z; 
x1=h*u0;y1=h*v0;u1=h*((-1-4*z0)*x0-(3*t+1)*y0);v1=h*(4*cos(z0)-y0*(4*z0+1)); 
ts=t+h/2;xs=x0+x1/2;ys=y0+y1/2;zs=z0; 
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solve 
z1=zs; 
x2=h*(u0+u1/2);y2=h*(v0+v1/2);u2=h*((-1-4*z1)*xs-(3*ts+1)*ys);v2=h*(4*cos(z1)-
ys*(4*z1+1)); 
ts=t+h/2;xs=x0+x2/2;ys=y0+y2/2;zs=z1; 
solve 
z2=zs; 
x3=h*(u0+u2/2);y3=h*(v0+v2/2);u3=h*((-1-4*z2)*xs-(3*ts+1)*ys);v3=h*(4*cos(z2)-
ys*(4*z2+1)); 
ts=t+h;xs=x0+x3;ys=y0+y3;zs=z2; 
solve 
z3=zs; 
x4=h*(u0+u3);y4=h*(v0+v3);u4=h*((-1-4*z3)*xs-(3*ts+1)*ys);v4=h*(4*cos(z3)-
ys*(4*z3+1)); 
x=x0+(x1+2*(x2+x3)+x4)/6; 
y=y0+(y1+2*(y2+y3)+y4)/6; 
u=u0+(u1+2*(u2+u3)+u4)/6; 
v=v0+(v1+2*(v2+v3)+v4)/6; 
 
Problem2 
dae2 
n=60; 
h=1/n; 
g=9.8; 
x=1; 
y=0; 
u=0; 
v=0; 
t=0; 
d=[1;1]; 
f=0; 
w1=pi/2;w2=0; 
xs=x;ys=y; 
s0=.2; 
z=u*u+v*v-g*y; 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',0,t,x,y,s0,x-xs,y-ys, s0-
z) 
fori=1:n+1 
x0=x;y0=y;u0=u;v0=v; 
z1=z; 
daerunge2 
f=x*x+y*y-1; 
while abs(f) > .0000000001 
dd=2*[x y]*d; 
    b=-f/dd; 
    s0=s0+b; 
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yy=y;xx=x; 
    daerunge2 
    f=x*x+y*y-1; 
    d1=([x-xx;y-yy]-d*b)/b; 
    d=d+d1; 
end 
  w11=h*w2;w21=-g*h*sin(w1); 
  w12=h*(w2+w21/2);w22=-h*g*sin(w1+w11/2); 
  w13=h*(w2+w22/2);w23=-h*g*sin(w1+w12/2); 
  w14=h*(w2+w23);w24=-h*g*sin(w1+w13); 
  w1=w1+(w11+2*(w12+w13)+w14)/6; 
  w2=w2+(w21+2*(w22+w23)+w24)/6; 
  t=t+h; 
xs=sin(w1);ys=-cos(w1); 
  z=w2*w2-g*ys; 
zz=(z+z1)/2; 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',i,t,x,y,s0,x-xs,y-ys, s0-
zz) 
end 
 
daerunge2 
x1=h*u0;y1=h*v0;u1=-h*s0*x0;v1=-h*(s0*y0+g); 
x2=h*(u0+u1/2);y2=h*(v0+v1/2);u2=-h*(s0*(x0+x1/2));v2=-h*(s0*(y0+y1/2)+g); 
x3=h*(u0+u2/2);y3=h*(v0+v2/2);u3=-h*(s0*(x0+x2/2));v3=-h*(s0*(y0+y2/2)+g); 
x4=h*(u0+u3);y4=h*(v0+v3);u4=-h*(s0*(x0+x3));v4=-h*(s0*(y0+y3)+g); 
x=x0+(x1+2*(x2+x3)+x4)/6; 
y=y0+(y1+2*(y2+y3)+y4)/6; 
u=u0+(u1+2*(u2+u3)+u4)/6; 
v=v0+(v1+2*(v2+v3)+v4)/6; 
 
Problem3 
dae3: 
n=60; 
h=1/n; 
x=0; 
y=1; 
u=0; 
v=0; 
t=0; 
d=[1;1]; 
f=0; 
xs=x;ys=y; 
zs=0; 
s0=1; 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',0,t,x,y,s0,x-xs,y-ys, s0-
zs) 
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fori=1:n+1 
x0=x;y0=y;u0=u;v0=v; 
th=t+h; 
  daerunge3 
  f=x*x+(y*y-1)*th*th; 
while abs(f) > .0000000001 
dd=2*[x th*th*y]*d; 
    b=-f/dd; 
    s0=s0+b; 
yy=y;xx=x; 
    daerunge3 
    f=x*x+(y*y-1)*th*th; 
    d1=([x-xx;y-yy]-d*b)/b; 
    d=d+d1; 
end 
  t=t+h; 
  z=t*(1-t); 
xs=t*sin(z); 
ys=cos(z); 
ts=t-h/2; 
zs=ts*(1-ts); 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',i,t,x,y,s0,x-xs,y-ys,s0-
zs) 
end 
 
daerunge3 
x1=h*u0;y1=h*v0;u1=h*((4*s0-1)*x0+2*y0*(1-3*t));v1=h*((4*s0-1)*y0+2*sin(s0)); 
x2=h*(u0+u1/2);y2=h*(v0+v1/2); 
u2=h*((4*s0-1)*(x0+x1/2)+2*(y0+y1/2)*(1-3*(t+h/2)));v2=h*((4*s0-
1)*(y0+y1/2)+2*sin(s0)); 
x3=h*(u0+u2/2);y3=h*(v0+v2/2); 
u3=h*((4*s0-1)*(x0+x2/2)+2*(y0+y2/2)*(1-3*(t+h/2)));v3=h*((4*s0-
1)*(y0+y2/2)+2*sin(s0)); 
x4=h*(u0+u3);y4=h*(v0+v3); 
u4=h*((4*s0-1)*(x0+x3)+2*(y0+y3)*(1-3*(t+h)));v4=h*((4*s0-1)*(y0+y3)+2*sin(s0)); 
x=x0+(x1+2*(x2+x3)+x4)/6; 
y=y0+(y1+2*(y2+y3)+y4)/6; 
u=u0+(u1+2*(u2+u3)+u4)/6; 
v=v0+(v1+2*(v2+v3)+v4)/6; 
 
 

_________________________________ 
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Abstract:  This research aims to solve the DAE problems in its original form in which both 
the differential and algebraic equations remain. The Newton or Newton-Broyden technique 
together with some integrator such as the Runge-Kutta method are coupled to solve the 
problems. Some experiments show that the method developed here is efficient, in the sense 
that it can give the approximate solution within some desired accuracy and some reasonable 
time. 
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----------------- 
1. Introduction: 

A differential algebraic equation (DAE) is an equation involving an unknown function 
and its derivatives. A DAE in its most general form is given by  

 
        F(t, x(t), y(t), y'(t))  =  0,  t ∈ [a, b]     (1) 
 

where F: R×Rm×Rn×Rn → Rm+n, x(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rn and y'(t) ∈ Rn. In this form the 
relation between the variables and derivatives may be implicit. In some systems the equations 
may be written in the explicit form of derivatives, as: 
    y'(t)  =  f(t, x(t), y(t))      (2a) 
                 g(t, x(t), y(t)) = 0.           (2b) 
where f: R×Rm×Rn → Rn. This set of equations is called a semi-explicit DAE system. 
 
 Differential algebraic equations arise in the mathematical modeling of a wide variety 
of problems from engineering and science, such as in multi-body and flexible body 
mechanics, electrical circuit design, optimal control, incompressible fluids, molecular 
dynamics, chemical kinetics, and chemical process control [1, 2, 3, 7, 8]. 
 DAE can be transformed into the ODE problem via differentiation. The number of 
differentiations needed in transforming is called the differentiation index. This number can 
describe some characteristic of the problem. In general, the higher the index of a DAE, the 
more difficulties one can expect for its numerical solution 
[1, 2, 3, 6]. 
 Although DAE can be transformed into an explicit ODE so that it can be solved using 
the methods of ODE, but still there are many numerical methods for solving DAE. In the 
DAE solvers software the numerical approaches for the solution of DAEs can be divided 
roughly into two classes: (i) direct discretizations of the given system and (ii) methods which 
involve a reformulation (e.g. index reduction), combined with a discretization. Direct 
discretizations are easier to used but limited in their utility essentially to index-1, index-2 
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Hessenberg, and index -3 Hessenberg DAE systems, while a reformulation may be costly, it 
may require more input from the user, and it may involve more user intervention [3, 6]. 
 
 In this research we will emphasis on constructing an algorithm for solving a semi-
explicit DAE. The approach is first solve the system of algebraic equations and then solve the 
differential equations using information just derived. The Newton-Broyden method is the key 
roll for solving algebraic equation since it performs almost as well as the Newton method 
with the less energy, and out perform the other methods of the same order of convergence [4, 
5]. 
 
2.  The Newton-Broyden Method: 
 
 The method, which was first proposed by Dhamacharoen in 2011 [4, 5], aims to solve 
the equation of the form: 
          F(u(x), x)  =   0      (3) 
 
The Newton scheme of this problem is: 

xi+1 =  xi – [Fu(u(xi), xi)u'(xi) + Fx(u(xi), xi)]-1F(u(xi), xi), i = 0, 1, 2, . . . 
Replacing u'(xi) by Di, gives 
     xi+1 =  xi – [Fu(u(xi), xi)Di + Fx(u(xi), xi)]-1F(u(xi), xi),   i = 0, 1, 2, . . .           (4) 
with updating: 

  Di+1  =  Di + 
i

T
i

1

bb
(u(xi+1) – u(xi) – Dibi)bi

T    (5) 

where bi = xi+1 – xi. This method retains the good part of Newton method, and replaces the 
difficult part of Newton's with Broyden's. With good initial guesses for z0 and D0, the 
Newton-Broyden scheme (4) will produce a sequence that converges to a solution of (3), with 
q-super linear order of convergence. 
 
 Although the order of convergence of the Newton-Broyden method is equal to that of 
the Broyden method and less than that of the Newton method, but in practice the Newton-
Broyden perform well in the sense that the good initial guess is easily found and it reaches the 
solution in a reasonable number of iterations. As shown in [3] and [4], for the same problem 
and using the same initial guess the sequence from the Newton-Broyden method reachs the 
solution while that from the Broyden does not, and also the Newton-Broyden method 
consumes less amount of work than does by the Newton method.  

Note that if the function F is linear, then Broyden's update and Newton-Broyden's 
update are coincided. 
 

Constructing the Method: 
     The initial value problems: 
 
     Assume that the DAE is expressed in the form (2a), (2b) (renumbering) 

    y'(t)  =  f(t, x(t), y(t))      (6a) 
                 g(t, x(t), y(t)) = 0           (6b) 
in which the system of equations is to be solved for x(t) and y(t) where t ∈ [a, b]. In solving 
the system numerically, the conditions on the initial values of y must be imposed sufficiently 
for the system to have a unique solution. If (6b) can expresses x(t) in term of t and y(t) 
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explicitly then the system become the pure ODE. Therefore we consider the case when (6b) 
expresses x(t) implicitly. 
 Let the interval [a, b] be divided into n subintervals {a = t0, t1, . . . , tn = b}. In each 
interval [ti-1,ti] we will solve (6a) numerically for y(ti). In an initial value problem the value 
y(t0) is specified, then the value x(t0) can be solved from (6b). In order to use the Runge-
Kutta method, in each interval [ti-1, ti] the value x2, x3 and x4 which are needed for computing 
F2, F3 and F4 respectively, each can be solved from (6b) using the values of y(ti-1)+F1/2 in F2, 
y(ti-1)+F2/2 in F3 and y(ti-1)+F3 in F4. Once the value y(ti) is computed then x(ti) can be 
solved from (6b). Then advance to the next interval, and repeat this procedure until we reach 
the last subinterval. 
 Suppose that the term x(t) is missing from the equation (6b), the system becomes: 
       y'(t)  =  f(t, x(t), y(t))      (7a) 
              g(t, y(t)) = 0           (7b) 
         y(t0) = y0 
in which the system is called index-2 Hessenberg. In solving the differential equation (7a) the 
variable x(t) are treated to be unknown. In each interval [ti-1, ti] the value of x(ti-1) is given as 
a guess, then solve (7a) numerically for y(ti). Check the condition (7b) g(ti, y(ti)) = 0. Update 
the value of x(ti-1) and iterate the process until the condition (7b) is met. Then advance to the 
next interval using the last value of x(ti-1) as the guessing value for x(ti). Repeat this 
procedure until we reach the last subinterval. 
 
 In solving the differential equations we may use the 4th order Runge-Kutta method or 
the 4th order Taylor method, since their local error is O(h5) and the total error is O(h4), which 
is acceptable, and it is easy to implement. In solving the algebraic equations associated in the 
problem, the Newton method is used in (6b) and the Newton-Broyden method is used in (7b). 
  
 As the procedure described above the formulation will be the followings: 

Partition the interval [a, b] into n subinterval. h = b a
n
− , and 

      t0 = a, ti = ti-1 + h,  i = 1, 2, . . . , n. 
 
Algorithm A: Problem (6a), (6b): 
Define the function F:              F(x(ti-1))  =  g(ti, x(ti-1), y(ti-1)), i = 1, 2, . . . , n. 
then the problem become as (3) 
      F(x(ti-1))  =  0 
which can be solve using the Newton method. 
P1: Newton Method 
  Prescribe a small positive real number ε. 
  Guess the value z. 

       A: Compute F(z). 
 Check if ||F(z)|| < ε, (ε a prescribed small number). 
  If yes, then go to B. If no, do the next step. 
 Compute F'(z). 
 Solve the system F'(z)b = –F(z), for b. 
 Set  z = z + b. 
 Go to A. 
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        B  End. 
The process for solving this equation will be as follow: 
 

Initial step:  (1)  Partition the interval [a, b] into n subinterval. h = b a
n
− , and 

   t0 = a, ti = ti-1 + h,  i = 1, 2, . . . , n. 
(2) Set the given initial condition y(t0) = y0. 
(3)  Solve for x(t0), using P1: Set x(t0) = z. 

For i = 1, 2, . . . , n; process the following steps: 
Step 1.  Solve the initial value problem (6a) 1 step to obtained y(ti), by the  
         following steps: 
   (1)  Compute:  F1 =  h f(t, x(ti-1), y(ti-1)) 
        y1 = y(ti-1) + F1/2, Solve g(t+h/2, x1, y1) = 0 for x1. (Using P1). 

(2) Compute:  F2 =  h f(t+h/2, x1, y1) 
       y2 = y(ti-1) + F2/2, Solve g(t+h/2, x2, y2) = 0 for x2. (Using P1). 
(3) Compute:  F3 =  h f(t+h/2, x2, y2) 
       y3 = y(ti-1) + F3/2, Solve g(t+h, x3, y3) = 0 for x3. (Using P1). 
(4) Compute:  F4 =  h f(t+h, x3, y3) 
(5)        y(ti) = y(ti-1) + (F1 + 2(F2 + F3) + F4)/6 

Step 2.  Solve (6b) for x(ti), using P1: Set x(ti) = z. 
Then go to the next interval. 
 
Algorithm B: Problem (7a), (7b): 
Define the function F:              F(x(ti-1), y(ti-1))  =  g(ti, y(ti)), i = 1, 2, . . . , n. 
then the problem become as (3) 
      F(x(ti-1), y(ti-1))  =  0 
which can be solve using the Newton-Broyden method. 
 
P2: One Step Runge-Kutta Method 
  Given the value ti-1, x(ti-1), y(ti-1) and b.  
        Compute:  F1 =  h f(t, x(ti-1), y(ti-1)) 
        y1 = y(ti-1) + F1/2, x1 = x(ti-1) + b/2,  
        Compute:  F2 =  h f(t+h/2, x1, y1) 

       y2 = y(ti-1) + F2/2,  x2 = x(ti-1) + b/2, 
       Compute:  F3 =  h f(t+h/2, x2, y2) 
       y3 = y(ti-1) + F3/2,   x3 = x(ti-1) + b, 
       Compute:  F4 =  h f(t+h, x3, y3) 
Then      y(ti) = y(ti-1) + (F1 + 2(F2 + F3) + F4)/6 

 
The process for solving this equation will be as follow: 
 

Initial step:  (1)  Partition the interval [a, b] into n subinterval. h = b a
n
− , and 

   t0 = a, ti = ti-1 + h,  i = 1, 2, . . . , n. 
(3) Set the given initial condition y(t0) = y0. 
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(4) Guess the initial condition  x(t0) = z. 
(5) Guess the initial matrix D (may be = I), Guess the value b. 
(6) Solve the initial value problem (7a) 1 step to obtained y(t1), using P2. 
(7) Compute the value F(x(ti-1), y(ti-1)) = g(ti, y(ti)) 

For i = 1, 2, . . . , n; process the following steps: 
Step 1.  Check the condition ||g(ti, y(ti)|| < ε where ε is a prescribe small number. 
 If pass, then process to the next interval (next i). 
 If fail, do step 2. 
Step 2. (1)  Set u = y(ti). 
 (2)  Compute the matrix A = Fx(x(ti-1), y(ti)) + Fy(x(ti-1), y(ti))D 
 (3)  Solve                   Ab  =  –g(ti, y(ti))  for b, 
 (4)  Set         x(ti-1) = x(ti-1) + b 
 (5)  Solve the initial value problem (7a) 1 step (using P2) to obtained y(ti) 
 (6)  Compute the value g(ti, y(ti)) 

 (6)  Set  D  =  D + 
bbT

1 (y(ti) – u – Db)bT 

 (7)  Go to step 1. 
End. 
 

3. Experiments: 
     Three examples are used to illustrate the method. The first problem is an index-1 
Hessenberg DAE systems with nonlinear differential equations and a nonlinear algebraic 
equation, as follows:  

   x"(t)  =  –(3t + 1)y(t) – x(t)(4z(t) + 1)    , 0 ≤ t ≤ 1 
   y"(t)  =  4 cos(z(t)) – y(t)(4z(t) + 1) 
 initial conditions, 
    x(0) = 0, y(0) = 0, 
    x'(0) = 1, y'(0) = 2 
            algebraic equation 
   4 x(t) cos(z(t)) + t y2(t) = 4(z(t) – t2) 
 Using Algorithm A this problem is solved and has a nicely result with small error 
compare to the exact solution 
    z(t) = t(t + 1) 
    x(t) = t cos (z(t)), 
    y(t) = sin(z(t)). 
Some results are illustrated in Table 1. (xs, ys and zs are values from the exact solution) 
 
Table 1: Resulted values for x(t), y(t) and z(t) from Algorithm A, and errors. 
    

i t x y z x – xs y – ys z – zs  
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
5 0.083333    0.082994 0.180310 0.090278 0.000000 0.000000 0.000000 

10 0.1666667   0.1635259 0.3864430 0.1944444 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
15 0.2500000   0.2378920 0.6148770 0.3125000 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
20 0.3333333   0.3009499 0.8599127 0.4444444 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
25 0.4166667   0.3461609 1.1131836 0.5902778 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
30 0.5000000   0.3658444 1.3632775 0.7500000 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
35 0.5833333   0.3517169 1.5955682 0.9236111 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
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40 0.6666667   0.2957773 1.7923844 1.1111111 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
45 0.7500000   0.1915753 1.9336531 1.3125000 -0.000000 0.0000000 0.0000000 
50 0.8333333   0.0358377 1.9981497 1.5277778 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
55 0.9166667   -0.169652 1.9654489 1.7569445 0.0000001 0.0000001 0.0000001 
60 1.0000000   -0.416147 1.8185950 2.0000002 0.0000002 0.0000003 0.0000002 
 
 The second problem is the classical example of DAE problem "The pendulum 
problem", expressed in the xy co-ordinate plane, as follows:  

    x"(t)  =  –λ(t)x(t)    , t ≥ 0 
    y"(t)  =  –λ(t)y(t) – g      (8) 
    x(t)2 + y(t)2  =  L2 
where g = 9.8. This problem is an index 2 semi-explicit DAE problem. [3, 9]. Processing to 
solve the problem numerically, we let L = 1, and impose the initial conditions x(0) = 1, y(0) = 
0. Using the new variables, y1 = x, y2 = x', y3 = y and y4 = y', then we have the system of 
differential algebraic equations: 
    y1'  =  y2 

    y2'  =  –λy1 
    y3'  =  y4 

    y4'  =  –λy3 – g     
initial conditions:            y1(0) = 1       (9a) 
              y2(0)  =  0 
               y1(0) = 1 
              y2(0)  =  0 
algebraic equation: 
                      y1

2 + y3
2 – 1 =  0.                 (9b) 

 
 If we let x = sin θ, y = -cos θ, substitute in the problem (8) and manipulate some 
derivatives and algebra, we will have the equivalent initial value problem of ordinary 
differential equation: 

    θ"(t)  =  - g sin(θ(t)), t ≥ 0                (10) 
      θ(0)  =  

2
π . 

 From (9b) if we differentiate the equation y1
2(t) + y3

2(t)  =  1 twice, we will come up 
with the equation: 
       λ(t)  =  y2

2(t) + y4
2(t) – g y2(t).              (11) 

The system (9a) with (11) become a pure ODE since the function λ(t) is expressed in term of 
y2(t) and y4(t) explicitly. 
 In this experiment we solve (9a), (9b) using Algorithm B and give some of the results 
in table 2. The system (10) and (9a) with (11) are also solved, and they give the same results 
which their values are used to compare to the results from Algorithm B, as shown in Table 2. 
The value xs, ys and λs are from the problem (10). Note that the value of λ(t)'s are at the mid-
points t + h/2. 
 
Table 2: Resulted values for x(t), y(t) and λ(t) from Algorithm B, and errors. 

i t x y λ(t) x – xs y – ys  λ – λs 
0 0.000000 1.000000 0.000000 0.0066694    0.000000 0.000000 -0.01334 
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5 0.083333 0.999421 -0.034020 1.2067764   0.000000 0.000000 -0.01327 
10 0.166667 0.990763   -0.135608 4.3889120   0.000000 0.000000 -0.01245 
15 0.250000 0.953758   -0.300577 9.4089741 -0.000000 -0.000000 -0.00924 
20 0.333333 0.858149 -0.513401 15.762372   -0.000000 -0.000000 -0.001840 
25 0.416667 0.674223 -0.738528 22.336944 0.000000 0.000000 0.009746 
30 0.500000 0.392046 -0.919946 27.443990   0.000000 0.000000 0.021502 
35 0.583333 0.039516 -0.999219 29.406564 0.000001 0.000000 0.026667 
40 0.666667 -0.320679 -0.947188 27.497515   0.000001 -0.000000 0.021650 
45 0.750000 -0.621722 -0.783238 22.424766    -0.000001 0.000001 0.009949 
50 0.833333    -0.826959 -0.562262 15.858262 0.000001 -0.000000 -0.001681 
55 0.916667    -0.939329 -0.343017 9.4922857 0.000000 -0.000000 -0.009152 
60 1.0000000   -0.986140 -0.165918 4.4483962   0.000000 -0.000000 -0.012414 

 
 

The third problem is an index-2 Hessenberg DAE systems with nonlinear differential 
equations and a nonlinear algebraic equation, as follows:  

   x"(t)  =  x(t)(4z(t) – 1) + 2(1 – 3t)y(t)     , 0 ≤ t ≤ 1 
   y"(t)  =  2 sin(z(t)) + y(t)(4z(t) – 1) 
 initial conditions, 
    x(0) = 0, y(0) = 1, 
    x'(0) = 0, y'(0) = 0 
            algebraic equation 
           x2(t) + t2y2(t) =  t2 
Note that this problem is similar to the first problem but there is no variable z(t) in the 
algebraic equation. 
 Using Algorithm B this problem is solved and has a nice result given in Table 3. The 
exact solution is: 
    z(t) = t(1 – t) 
    x(t) = t sin(z(t)), 
    y(t) = cos(z(t)). 
Algorithm B gives the results for x(t) and y(t) with small error, but solution for z(t) has some 
error less than 0.005. Some results are illustrated in Table 3. Note that the value of z(t)'s are at 
the mid-points t + h/2. 
 
Table 3: Resulted values for x(t), y(t) and z(t) from Algorithm A, and errors. 
 

i t x y z x – xs y – ys z – zs 
0 0.0000000   0.0000000 1.0000000 .0055058 0.0000000 0.0000000   -0.0027581 
5 0.0833333   0.0063659  0.9970838 0.0860924 0.0000000 -0.0000000 0.0028285 

10 0.1666667   0.0230738   0.9903704 0.1416003 0.0000000 -0.0000000 -0.0027746 
15 0.2500000   0.0466008 0.9824733 0.1944127 0.0000000 -0.0000000 0.0028155 
20 0.3333333   0.0734659  0.9754101 0.2221708 0.0000000 -0.0000000 -0.0027597 
25 0.4166667   0.1002790 0.9706071  0.2471710 0.0000000 -0.0000000 0.0027960 
30 0.5000000   0.1237020   0.9689124 0.2471938 0.0000000 -0.0000000 -0.0027367 
35 0.5833333   0.1403905 0.9706071 0.2443677 0.0000000 -0.0000000 0.0027705 
40 0.6666667   0.1469318 0.9754101 0.2166649 0.0000000 -0.0000000 -0.0027101 
45 0.7500000   0.1398025 0.9824733 0.1860087 0.0000000 -0.0000000 0.0027448 
50 0.8333333   0.1153690 0.9903704 0.1305767 0.0000000 -0.0000000 -0.0026872 
55 0.9166667   0.0699551 0.9970838 0.0721021 0.0000000  -0.0000000 0.0027271 
60 1.0000000   0.0000001 1.0000000 -0.0110809   0.0000000  0.0000000 -0.0026781 
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4. Conclusions: 
   The methods are constructed with the aim to solve DAE systems in their original 
forms. Both algorithms use the Runge-Kutta method as the integrator, and couple with a 
method to solve the algebraic systems associated in the problem. The Newton method is used 
in Algorithm A for the index-1 DAE, while in Algorithm B the Newton-Broyden method is 
needed for an index-2 DAE system. The methods can give the approximate solution for the 
problem very well with small errors. The experiment also has shown that the DAE of high 
index is harder to solve than the DAE of lower index. 
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