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คํานํา 
 การวิจยัเร่ืองลําดับของสตริงที่มีความยาวแปรเปลี่ยน และการประยุกต (Variable –length 

String Sequences and Applications) เปนเรื่องที่คณะผูวจิัยดําเนนิการโดยมจีุดมุงหมายเพื่อศึกษา

เกี่ยวกับสตริงและลําดับ  โดยสรางนิยาม ทฤษฎีบท ที่เกี่ยวของกับสตริง ซ่ึงจะประกอบดวย ลักษณะ
ของสตริง การเปลี่ยนสตริง สตริงรูปแบบพิเศษ  ทั้งนี้เพือ่นํามาประยกุตใชในการสรางขั้นตอนวิธีที่มี
ประสิทธิภาพสําหรับการคํานวณที่ตองมีการสับเปลี่ยนทุกกรณี  โดยใชสตริงรูปแบบพิเศษชวย 
 ผลการวิจัย  ผูวิจัยไดสรางสตริงรูปแบบพิเศษ ช่ือวา e-k string sequence เปนลําดับของ
สตริงที่มีความยาวเปนกําลังของ k  และ e-2 sequence #1 เปนลําดับของสตริงที่มีความยาวเปน
กําลังของ 2  ลําดับพิเศษนีม้ีการประยกุตใช โดยนําไปใชเพื่อช้ีนําการเปลี่ยน  โดยบอกวาหนวยที่จะ
เปลี่ยนคือหนวยใด  เพื่อทีจ่ะนําไปสรางขัน้ตอนวิธีเพื่อแกปญหาตาง ๆ ดังนี้ 

1. ปญหาการหาคาต่ําสุดของคาใชจายในการเปลี่ยนหนวยโดยใหมีการสบัเปลี่ยนทุกกรณี
ครบถวน  เชน ปญหาการถายรูปชุดแตงกายสับเปลีย่นทุกกรณ ี  ปญหาการทดสอบ
ซอฟตแวรที่มกีารสับเปลี่ยนทุกกรณ ี

2. ปญหาการคํานวณหานอรมของเมทริกซ ที่มีการแปลงเวกเตอรระหวางปรภิูมิทีม่ีนอรมไม
เหมือนกนั 

 ผูวิจัยไดเขียนผลงานวิจัย เปนบทความทีพ่รอมที่จะพิมพในวารสารวชิาการสาขาคณิตศาสตร  
สองบทความ  คือ 

1. การลําดับที่มีคาใชจายนอยสุดของตัวสับเปลี่ยนทุกกรณ ี  (Minimum cost 

Sequencing of all Combinations 
2. การคํานวณคาแทจริงของนอรมของเมทริกซบางแบบ (Exact Solutions of Some 

Induced Matrix Norms) 
ขณะนีก้ําลังอยูในระหวางสงไปพิจารณาลงพิมพในวารสาร 

 คณะผูวิจัยขอขอบคุณคณะกรรมการการวิจัยที่อนุมัติงบประมาณวิจัยคร้ังนี้ และ
ขอขอบคุณคณะวิทยาศาสตร ที่ใหใชสถานที่ทํางาน และเปดโอกาสใหไดทํางานจนสําเร็จ  คณะผูวิจัย
คาดหวังวาผลงานวิจัยจะเปนประโยชนในทางวิชาการในดานการคํานวณ เปนประโยชนในสาขา
วิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตรตอไป 
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รายงานการวิจัย 

ชื่อโครงการวิจัย (ภาษาไทย)  ลําดับของสตริงที่มีความยาวแปรเปลี่ยน 
และการประยุกต 
 (ภาษาอังกฤษ)     " Variable-length String Sequences and Applications" 
 

บทคัดยอ 
 การจัดเรียงเพื่อตอบสนองตอความประสงคบางประการเปนเรื่องยาก ในการ
วิจัยนี้ไดนําเสนอลําดับซึ่งจะใชเปนตวันําทางในการเปลี่ยนคาเพื่อสรางเซตลําดับของ
กรณีการสับเปล่ียนทุกกรณี เพื่อทีจ่ะทําใหคาใชจายของการเปลี่ยนมีคานอยที่สุด ผลที่
ไดเปนเซตลําดับ ที่สามารถนําไปประยุกตใชกับปญหาการจัดลําดับที่มีคาใชจายนอย
ที่สุด เชน  การจัดลําดับการถายรูปแสดงชุดแตงกายตาง ๆ การสรางกรณีทดสอบ
ซอฟตแวรแบบทุกกรณ ี การหาคาแทจริงของนอรมของการเปลี่ยนเชิงเสนระหวาง
ปริภูมิที่ตางกัน 
 

Abstract: 
 Generating the all combinations can be done in many ways, but it sometimes 
difficult to arrange that combination to serve some specific purpose. This paper 
introduces a special sequence that can be used to navigate the transition in the generation 
of all possible combination, in order to minimize that transition cost. The obtained 
ordered set can be applied to the minimum sequencing problem, such as the costume-
photograph problems, the all combination test case generating problem, and the exact 
calculation of induced matrix norms problem, which requires a search of all the 
combinations. 
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บทสรุปสําหรับผูบริหาร 
(Executive Summary) 
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บูรพา 

โครงการวิจยั เร่ือง ลําดับของสตริงที่มีความยาวแปรเปลี่ยน และการประยุกต 
ภาษาอังกฤษ       Variable-length String Sequences and Applications 
 
รหัสโครงการ ๘๔๙๗๙  สัญญาเลขที่ ๓๔/๒๕๕๖ 
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บทคัดยอ  
 การสรางเซตของกรณีการสับเปลีย่นทุกกรณีสามารถกระทําไดหลายวิธี  แตบางครั้งการ
จัดเรียงเพ่ือตอบสนองตอความประสงคบางประการเปนเรื่องยาก ในการวิจัยน้ีไดนําเสนอลําดับซ่ึง
จะใชเปนตัวนําทางในการเปลี่ยนคาเพื่อสรางเซตลําดบัของกรณีการสับเปลีย่นทกุกรณี เพ่ือที่จะ
ทําใหคาใชจายของการเปลีย่นมีคานอยที่สุด 
 ผลที่ไดเปนเซตลําดับ ทีส่ามารถนําไปประยุกตใชกับปญหาการจัดลําดับที่มีคาใชจายนอย
ที่สุด เชน  การจัดลําดับการถายรูปแสดงชุดแตงกายตาง ๆ การสรางกรณีทดสอบซอฟตแวรแบบ
ทุกกรณี การหาคาแทจริงของนอรมของการเปลี่ยนเชงิเสนระหวางปริภูมิที่ตางกนั 
 
Output/Outcome 

 ผลที่ไดจากการวิจัย   ไดสรางวิธีการจัดลําดับของการดําเนินการเพื่อใหการดาํเนินการนั้นมี
คาใชจายต่ําสดุ  ซ่ึงสามารถนําไปประยุกตใชกับเรื่องตาง ๆ ที่มีการจัดลําดับทุกกรณ ี เชน  การถายรูป
ชุดแตงกายทุก ๆ แบบ การทดสอบซอฟทแวร  ในสาขาวิศวกรรมซอฟทแวร  การหาคาแทจริงของ
นอรมของการเปลี่ยนเชิงเสนระหวางปริภูมิที่ตางกัน 
 ผลงานที่ได  ไดเขียนเปนบทความวิจยั  สองบทความ  คือ 
  1.  Minimum cost Sequencing of all Combinations 
  2.  Exact Calculation of Some Induced Matrix Norms 
ซ่ึงจะไดนําไปเผยแพรในวารสารวิชาการ ตอไป 



ขอเสนอแนะ 
 วิธีการสรางลําดับสตริงที่ผูวิจัยสรางขึ้น อาจนําไปใชสําหรับแกปญหาอื่น ๆ ได ปญหาที่จะ
กลาวตอไปนีเ้ปนปญหาที่ยากขึ้น ผูวิจยัเสนอไวเพื่อเปนปญหาสําหรับหารวิจยัตอไป 
 ปญหาขอ 1.  ปญหาการถายรูปหมูเครื่องแตงกาย 
 มีคน m คน แตละคนมีชุดแตงกายคนละหลายชุด จะถายรูปหมู m คน โดยที่แตละคนเปลี่ยน
ชุด โดยการถายทุก ๆ แบบของการเรียงสับเปลี่ยน ถาคาเปลี่ยนชุดของแตละชุด ของแตละคนไม
เทากัน เราจะมีวิธีจัดเรยีงสับเปลี่ยนอยางไร เพื่อใหมีคาใชจายในการเปลี่ยนชุดต่ําสดุ (ปญหาขอนี้ตาง
จากปญหาที่ผูวิจัยแกปญหาที่วา ในปญหาที่ผูวิจัยทํา ราคาการเปลี่ยนชดุของคนหนึ่ง เทากันทุกชดุ) 
 ปญหาขอ 2. ปญหาการเฉลี่ยภาระเทากัน 
 ลักษณะเหมือนกับปญหาการถายรูปหมูเครื่องแตงกาย แตวา ในกรณีนี้ ทุกคนมจีํานวนชุด
เทากัน และราคาการเปลี่ยนชุดของทุกคนทุกชุดเทากนัหมด เมื่อเปนดังนี้แตละคนก็ไมอยากเปลี่ยนชุด
มากเกินจําเปน  ดังนั้น จะจัดอยางไรใหมีจํานวนการเปลี่ยนชุดของแตละคนเทากนัหรือใกลเคยีงกัน 
คือ ตางกันไมเกิน 1 คร้ัง 
 ปญหาทํานองนี้มีปรากฏเปนปญหาการจดัใหทํางาน หรือปญหาการเปลี่ยนสภาพ เมื่อ
ภาระหนาที่คอืช้ินสวนอีเล็กโทรนิกส ซ่ึงจะตองจดัใหมีภาระพอ ๆ กันเพื่อไมใหบางชิ้นสวนมภีาระ
เกินกําลัง 
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1.  บทนํา 
1.1 ความสําคัญ และที่มาของปญหาที่ทําการวิจัย 

 การออกแบบขั้นตอนวิธีในการคํานวณทีด่ีจะตองมุงเนนถึงความสําเร็จของวิธีการและการประหยัด
แรงงาน ปญหาการหาคาเหมาะสุดบางปญหาอาจจําเปนตองมีการคํานวณทกุกรณเีพือ่แกปญหาดังกลาว จะ
ยกตวัอยางที่จะทําใหเขาใจปญหางาย ๆ ดังนี้ 
 สามี ภรรยา และลูกสาว 1 คน  ตางคนตางก็มีชุดประจําตวัคนละ 2 ชุด จะถายรูปหมูสามคน โดยแตง
กายชุดตาง ๆ ที่ตนมีอยู โดยเปลี่ยนชุดและสับเปลี่ยนใหครบทุกชุด  ถาใช 0 และ 1 แทนชุดสองชุดที่แตละ
คนมี และเขยีนแสดงชุดของสามี ภรรยา และลูกสาว เรียงตามลําดับ  จะไดการเรียงสับเปลี่ยนดังนี้ 
 000  001 010 011 100 101 110 111   (1) 
รูปถายทั้งหมดจะมี 8 รูป ครบทุกกรณีของชุดทั้งหมด 
 การเรียงลําดับกรณีตาง ๆ ใน (1) เปนการเรียงตามลําดับของจํานวนเลขฐานสอง  จากนอยไปมาก ถา
พิจารณาชุดการแตงกาย เร่ิมตนที่ชุดใดชุดหนึ่ง  คือ 000 แลวตอมาลูกสาวเปลี่ยนชุด แตคนอื่น ๆ คงเดิม จะ
เปน 001 ตอมาเปน 010 หมายถึงภรรยา และลูกสาวเปลี่ยนชุด แตสามีคงเดิม จาก 011 เปน 100 แสดงวา 
เปลี่ยนชุดทั้งสามคน  ถาการเปลี่ยนชุดมีคาใชจาย จะเห็นวา  การเรียงแบบ (1) ไมเหมาะ เพราะตั้งแต 000 ถึง 
111 จะมีการเปลี่ยนชุดทั้งหมด 10 คร้ัง  ถาเรียงลําดับเปน 
 000  001 011 010 110 111 101 100   (2) 
ทั้งหมดมี 8 กรณีเชนเดยีวกนั แตถาพิจารณาการเปลี่ยนชุด  จะเห็นวา มีการเปลี่ยนทัง้หมด 7 คร้ัง  สามีเปลี่ยน 
1 คร้ัง  ภรรยาเปลี่ยน 2 คร้ัง  และลูกสาวเปลี่ยน 4 คร้ัง  ถาการเปลี่ยนชดุของลูกสาวถูกที่สุด ของภรรยาแพง
ขึ้น และของสามีแพงที่สุด ลําดับใน (2) กจ็ะเปนการลําดบัที่มีคาใชจายต่ําสุด แตถาการเปลี่ยนชุดของภรรยา
แพงที่สุด ของลูกสาวรองลงมา และของสามีถูกที่สุด ลําดับใน (2) ก็ยังคงใชได  ถาเขียนลําดับของการเปลี่ยน
ชุดเปน ภรรยา ลูกสาว และสามี ตามลําดับ 
 ในกรณีทั่วไป ถามีการถายรูปหมู m คน แตละคนมีจํานวนชุดแตงกาย ni ชุด จํานวนการเรียง

สับเปลี่ยนทั้งหมดจะเทากับ n1 × x2 × . . . × nm  วิธี การจัดลําดับของกรณีตาง ๆ เพือ่ใหคาใชจายต่ําสุดจะ

ทําไดอยางไร อันนี้เปนปญหาที่การวิจยันี้จะดําเนนิการ 
 ปญหาที่คลายกันคือ ปญหาการสรางกรณทีดสอบซอฟตแวร กอนที่ผูผลิตซอฟตแวรจะนําไปใชงาน 
ตองมีการทดสอบวาจะมีขอผิดพลาดหรอืไม การทดสอบกระทําโดยการใสขอมูลแลวดูวาคอมพวิเตอรจะ
ทํางานตรงตามตองการหรือไม [9, 16] หนวยที่จะใสขอมลูมี m หนวย และขอมูลทดสอบในแตละหนวยมี
หลายขอมูล การทดสอบทุกกรณีกจ็ะตองมีการสับเปลี่ยนเชนเดยีวกันกับเรื่องการถายรูปหมูเครื่องแตงกาย 
จะจดัลําดับกรณีทดสอบอยางไรเพื่อใหการเปลี่ยนขอมูลมีคาใชจายนอยที่สุด 
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 อีกตัวอยางหนึง่คือ การคํานวณหาคานอรมของการแปลงเชิงเสน T จากปริภูมิ Rn ซ่ึงมีนอรม ||⋅||∞ 

ไปยังปริภูมิ Rm ซ่ึงมีนอรม ||⋅||1  กําหนดโดย 

      T(x)  =  Ax 

เมื่อ A เปนเมทริกซ m×n และ x เปนเวกเตอร  นอรมของการแปลงกาํหนดโดย 

||T||∞1  =  
1||x||

sup
=∞

||T(x)||1 = 
1||x||

sup
=∞

||Ax||1    =   
1||x||

max
=∞

{∑ ∑
= =

m

1i

n

1j
jij |xa| } 

[5] การหาคานอรมดังกลาวไมมีวิธีอ่ืนนอกจากจะตองคาํนวณทุกกรณขีอง xj = 1, หรือ -1, j = 1, 2, . . . , n  

ซ่ึงจะมีจํานวนกรณีทั้งหมด  2n กรณี การเปลี่ยนคาครั้งหนึ่ง(กรณีหนึ่ง)มีการคํานวณ(คูณและบวก) n×m 

คร้ัง จะเหน็วาจํานวนการคํานวณทั้งหมดมคีาเปนฟงกชันเอ็กโพเนนเชียล คูณกับ n×m แตถามีการจัดการที่ดี
ทําใหการคํานวณแตละครั้งกระทําในคอลัมนเดียว  คือ m คร้ัง ก็จะประหยัดแรงงานไดมาก 
 วิธีการจัดลําดบัของตัวเรียงสับเปลี่ยนอาจกระทําไดโดยการใชลําดับของตัวเลขเปนตัวช้ีนําการบอก
ตาํแหนงทีจ่ะเปลี่ยน ดังเชน (2) เร่ิมจาก 000 ตอมาเปลี่ยนตําแหนงขวาสดุจาก 0 เปน 1 และตอมาเปลีย่น
ตําแหนงที่สองจากขวา จาก 0 เปน 1  ลําดบัที่จะใชช้ีนําการเปลี่ยนตําแหนงจะเปนดงันี้ 
     1, 2, 1, 3, 1, 2, 1 
(ตําแหนงที่นบัจากทางขวา) ลําดับนี้อาจเรยีกวา สตริง (String)  (คือลําดับจํากัดของจาํนวนหรือตัวอักษร เชน 
13101  หรือ acx12a) 
 ลําดับของขั้นตอนวิธีเปนเรือ่งสําคัญที่จะทําใหขั้นตอนวิธีมีประสิทธิภาพ ดังนั้น การศึกษาเรื่องของ
สตริงจะทําใหทราบลําดับของขั้นตอนวิธี โดยจะสรางสตริงที่มีลักษณะพิเศษทีจ่ะใชนําขั้นตอนวิธีเพื่อทําให
การดําเนินการไดผลสําเร็จ และประหยัดแรงงาน 
 
    1.2  วัตถุประสงคของโครงการ 
 1.  เพื่อสรางนิยาม  ทฤษฎีบท ที่เกี่ยวของกบัสตริง ซ่ึงจะประกอบดวยลักษณะของสตริง การเปลี่ยน
สตริง สตริงรูปแบบพิเศษ 
 2. เพื่อเสาะหาขั้นตอนวิธีที่มปีระสิทธิภาพสําหรับการคํานวณที่ตองมีการสลับเปลี่ยนทุกกรณี โดย
ใชสตริงรูปแบบพิเศษชวย 
 
    1.3  ทฤษฎี  สมมุติฐาน  หรือกรอบแนวความคิด 
 สตริง (String) คือลําดับจํากัดของจํานวนหรือตัวอักษร สตริงสามารถนํามาตอกัน (Concatenation) 
ลําดับที่ประกอบดวยสตริงตอกันเราเรียกวาลําดับสตริง (String sequence) พีเทรงโคและซิเมา [12] ได
กําหนดวิธีการสรางลําดับ และไดทําการตรวจสอบลําดับที่สรางขึ้นโดยใชลําดับยอยที่แยกไว ดีไลนและบิม
บอท [3] ไดสรางตัวแบบภาษาโดยใชลําดับแปรเปลี่ยนความยาว เกรกอรีและรูสิโนวิช [7] ไดทําการจับคู
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สตริงที่ไมเกี่ยวของกับความยาวของสตริง  โคฮาวี [10] ไดกลาวถึงการแยกลําดับที่มคีวามยาวแปรปลี่ยนและ
การประยกุตใชในเรื่องการทดสอบซอฟตแวร  ที่กลาวมานี้ไมมีเร่ืองที่เกี่ยวกับการคํานวณ แตเปนเรื่องที่
เกี่ยวของกันกบัเรื่องสตริง 
           ปญหาพหุนามคือปญหาที่มีจํานวนครั้งของการดําเนินการเปนพหุนามของขนาดของปญหา [8, 13, 
14] ปญหาเอ็กซโพเนนเชยีลมีนิยามเชนเดียวกัน และเปนปญหาแบบ NP-Complete ซ่ึงใชแรงงานสูงในการ
แกปญหา ในงานวิจยันีจ้ะหาเทคนิคที่จะลดแรงงานที่ใชในการแกปญหาดังกลาว 
 มีทฤษฎีพื้นฐานเกี่ยวกบัเรื่องการจัดเรียงสับเปลี่ยน  ดังตอไปนี ้[2, 8, 15] 
    1.  ถามีการกระทําหลายอยางเกิดขึน้ตอเนื่องกันไปหรือกระทําพรอมกัน การกระทําอยางแรกมี n1 วิธี 
และแตละวิธีของการกระทําอยางแรกนั้น เกิดการกระทําอยางที่สอง  n2  วิธี และแตละวิธีของการกระทํา
อยางที่สอง จะกระทําอยางที่สาม ได n3 วิธี ดังนี้ตอไปเรื่อย ๆ จนถึงการกระทําอยางที่ k ซ่ึงทําได nk วิธี 
เพราะฉะนั้น การกระทํา k อยาง ตอเนื่องกันนี ้จะมวีิธีกระทําไดถึง  n1n2 . . . nk วิธี 

    2.  มีการกระทํา k อยาง  ซ่ึงกระทําตอเนื่อง หรือกระทําพรอม ๆ กนั ถาแตละอยางมจีาํนวนวธีิทีจ่ะทาํได 
n วิธี ดังนั้นการกระทําทั้ง k อยางตอเนื่องกัน หรือพรอม ๆ กัน จะมวีิธีกระทําได  nk  วิธี 
    3.  ถามีการกระทํา k อยาง แตละอยางเราเลือกกระทําได  n1, n2, . . . , nk วิธี ตามลําดบั  ดงันัน้ เรามวีธีิ
เลือกกระทําเพยีงอยางใดอยางหนึ่งได n1 + n2 + . . . + nk วิธี 

 
1.4  ผลงานวิจัยท่ีเก่ียวของ (literature review) 

 ปญหาที่ผูวิจยัเสนอนี้เปนเรื่องใหม งานวิจยัที่ตรง หรือใกลเคียงมีนอย  ซ่ึงจะเปนเรือ่งของการหาคา
เหมาะสุดของการจัดเรียง (Combinatorial Optimization) ฟาง และคณะ [6] ไดจัดลําดับ DNA ในชีววิทยา อํา
พล [4] ไดเสนอวิธีการนําวธีิจัดการแขงขนัแบบพบกันหมดมาใชในการจัดกรณีทดสอบซอฟตแวร และ อํา
พล [1] ไดเสนอวิธีการเขียนลําดบัสองมิติ ซ่ึงจะสามารถนํามาใชในงานวิจยันี ้
 ในการประยุกตใชในเรื่องนอรมของเมทริกซที่นิยามจากตัวดําเนินการ (Induced matrix norms) รอน 
[14]  ไดกลาวถึงความยากของการคํานวณนอรม ดราคาคิส [5] ไดหาสูตรของการคํานวณนอรมของเมทริกซ
ที่เปนตัวดําเนนิการจากปรภิมูิหนึ่งไปยังปริภูมิหนึ่งซึ่งไมเหมือนกนั แตมีบางสูตรคลาดเคลื่อน ซ่ึงผูวิจัยจะ
เสนอสูตรแกไข 
 

1.5 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ  เปนการสรางองคความรูใหมในสาขาวิชาคณิตศาสตรประยุกต  มี
ประโยชนในการพัฒนาความรูทางคณิตศาสตรของประเทศ  ผลการวิจัยนี้สามารถนาํไปใชไดอยาง
กวางขวาง คือ  1. ความรูทฤษฎีบทตาง ๆ ที่สรางขึ้นเพื่อยืนยนัความถกูตองของวิธีการจะเปนความรูพื้นฐาน
สําหรับเรื่องอื่น ๆ และเปนเนื้อหาทางคณติศาสตรระดับสูง ที่จะเปนองคความรู ใชสอนในระดับปริญญาโท 
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(เอก) ได  2.  ระเบียบวิธีการคํานวณที่สรางขึ้นจะสามารถนํามาใชสรางซอฟตแวรคาํนวณสําหรับปญหาทาง
วิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตรที่เกี่ยวของ 

ผลกระทบท่ีเกิดขึ้น  หากผลงานเปนไปดงัคาดหมาย จะเปนองคความรูใหมที่มีประโยชนใน การ
พัฒนาเทคโนโลยี มีผลกระทบตอสังคมไทย ในแงของการสรางความเชื่อมั่นในภมูิปญญาของคนไทย สราง
ความมั่นคงดานวิชาการ สรางศักยภาพในการเรียนการสอนระดับสูง (ปริญญาโท เอก) สรางชื่อเสียงให
มหาวิทยาลัย  และของประเทศโดยรวม 
 

2.  ผลการวจิัย 
ไดผลการวิจยัดังตอไปนี ้

1. ไดสรางนิยาม ทฤษฎีบทเกี่ยวกับ ลําดับของสตริง (Sequence of string) 
2. ไดลําดับของสตริงชื่อวา e-2 string sequence #1 ซ่ึงสามารถนําไปประยุกตใชเปน "ลําดับนาํ" 

(Leading sequence) สําหรับการกระทาํที่มีการเรียงสับเปลี่ยนทุกกรณี ซ่ึงโดยการดําเนินการ
ตามลําดับนํานี้จะทําใหลดปริมาณของการดําเนินการลงไดมากกวาครึ่งของการดําเนินการแบบเดมิ 

3. ไดนําไปประยกุตใชกับการคํานวณคานอรมของเมทรกิซ โดยผูวิจัยไดพิสูจนสูตรการคํานวณนอรม 
 ของเมทริกซบางแบบที่ยังไมมีใครเสนอสูตรไวกอน 

มีรายละเอียดดังตอไปนี ้
2.1 กําหนดปญหา 
 1.  ปญหาการถายรูปเครื่องแตงกาย 

 ถามคีน m คน แตละคนมจีาํนวนชดุแตงกาย ni ชุด คาใชจายในการเปลีย่นชดุของคนที ่i เทากบั ci  

ตองการถายรูปหมู m คน โดยแตละคนเปลี่ยนชุดใหไดครบทุกชุด และถายรูปชุดที่แตกตางกันทกุแบบ จะหา
วิธีการการจัดลําดับของกรณีตาง ๆ เพื่อใหคาใชจายต่ําสุด 

2. ปญหาสรางกรณีทดสอบซอฟตแวร 
มีหนวยปอนขอมูล m หนวย แตละหนวยมขีอมูล ท ขอมูล คาใชจายในการใสขอมูล(เวลาที่ใช) 

ของแตละหนวย เปน  ทําการทดสอบทุกกรณีของขอมูลที่แตกตางกนั จะหาวิธีการจดัลําดับกรณีทดสอบตาง 
ๆ เพื่อใหมีคาใชจายต่ําสุด 
 3.  ปญหาการคํานวณหานอรมของเมทริกซ 3 แบบ [5] 

 1.    ||A||∞1  =  
|| || 1
max
∞=x

||Ax||1  =   max
jx S∈

{
1 1
| |

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑ }  where S = {-1, 1}. 

  2.   ||A||21  =  
2|| || 1

max
=x

||Ax||1 = max
is S∈

{( 2

1 1
( )

n m
i ij

j i
s a

= =
∑ ∑ )1/2}, where S = {-1, 1}. 

 3.         ||A||∞2  =  
|| || 1
max
∞=x

||Ax||2 =   max
jx S∈

 [∑ ∑
= =

m

1i

n

1j

2
jij )xa( ]1/2  where S = {-1, 1}. 
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    2.2  กรณีจัดเรียงแบบ e-ni (e-ni combination) 
    นิยาม 1.  ให m เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับ i = 1, 2, . . . , m ให Si เปนเซตของแบบตาง ๆ ของสิ่งของ ni 
ช้ิน ที่แตกตางกัน ลําดับของ m ช้ิน เมื่อหนวยที่ i เปนสิ่งของจาก Si เราเรียกวา ตัวจัดเรียงความยาว m  เซต
ของตัวจัดเรยีงความยาว m เขียนวา S(ni, m) ถา ni = n ทุก ๆ i  จะเรยีกวา ตวัจัดเรียงแบบ e-n (e-n 
combination) เซตของตัวจัดเรียงแบบ e-n เขียนวา S(n, m) 
 จากนยิาม เราไดสมบัติดังนี ้
สมบัติ 1.  เซต S(ni, m) มีจํานวนสมาชิกเทากับ n1n2 . . . nm สมาชิก  และ เซต S(n, m)มีจํานวนสมาชิก  

    เทากับ nm สมาชิก 
สมบัติ 2.  เซต S(n, m) สมสัณฐานกับเซตของจํานวน m หลัก ในฐาน n 
 
    การแปลง 1 บิต (1-bit transformation) 
นิยาม 2.  ให C เปนเซตยอยของ S(ni, m)  ให T เปนการแปลงบน C ถา T(c) กับ c  ตางกันเพยีงตําแหนงเดยีว 
แลว เราเรียกการแปลง T วาเปนการแปลง 1 บิต 
 
ทฤษฎีบท 1.  ให S(ni, m) เปนเซตของตัวเรียงสับเปลี่ยน เซตนี้จะกําหนดไดโดยการแปลง 1 บิตจากสมาชิก
ตัวใดตวัหนึ่งของเซต 
 
ทฤษฎีนี้มีความสําคัญ จะแสดงการพิสูจนภายหลัง 
 
    ลําดับของสตริง 
 ถา S เปนเซตของสิ่งของ  สตริงจากเซต S คือลําดับจํากัดของสิ่งของจาก S  ลําดับสตริงคือลําดับที่
ประกอบดวยพจนที่เปนสตริง  ตัวอยางเชน ลําดับ 
 〈1〉, 〈1, 2〉, 〈1, 2, 3〉, 〈1, 2, 3, 4〉, . . . 
ถาถอดตัวแบงสตริงออก จะเปนลําดับ 
 1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, . . . 

 
นิยาม 3.  เราเรียกชื่อลําดับสตริงดังตอไปนี้ 
 ลําดับสตริงแบบ c-k: เปนลําดับเมื่อสตริงมีความยาวเปนคาคงตัว k 
 ลําดับสตริงแบบ n-k: เปนลําดับเมื่อสตริงมีความยาวแปรตามคาผลคูณของ k 
 ลําดับสตริงแบบ e-k: เปนลําดับเมื่อสตริงมีความยาวแปรตามคากําลังของ k 
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ทฤษฎีบท 2.  ให S เปนลําดบัสตริง ที่สตริง si มีความยาว ki , i = 1, 2, 3, . . . ให m0 = 0 และ mi = ∑
=

i

1q
qk  ให 

un เปนพจนที่ n ของลําดับ  ให aij เปนสมาชิกตัวที่ j ของสตริง si  แลว  สําหรับ i = 1, 2, 3, . . . จะไดวา 

   n = mi-1 + j เมื่อ 1 ≤ j ≤ ki    ก็ตอเมื่อ  un = aij 

การพิสูจนกระทําไดไมยาก  จะไมแสดงในที่นี้ 
 
    ลําดับสตรงิแบบ e-2 (#1) (e-2 string sequence #1) 
    นิยาม 4.  ลําดับสตริงแบบ e-2 (#1) ขนาด m  เขียนสัญลักษณวา Sm2 เปนลําดับในแบบ 
    s1, s2, s3, . . . , sm 

เมื่อ m เปนจํานวนเต็มบวก และ si เปนสตริงกําหนดโดยกฎ 
    s1 = 〈1〉  a1 = 〈1〉 
และสําหรับ  i = 2, 3, . . . , m; 

              si = 〈i, ai-1〉 ai = 〈ai-1, si〉 

โดยที่สัญลักษณ 〈ai-1, si〉 เปนลําดับที่ประกอบดวยสมาชิกของสตริง ai-1 กับ si 
 ลําดับแบบ e-2 (#1) เขียนสัญลักษณ Sm2 เชนเดยีวกนั คือลําดับที่ประกอบดวยสมาชิกของลําดับ

สตริง e-2 (#1) 
 
ตัวอยางของลาํดับ e-2 (#1) เมื่อ m = 4 
   1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1 
ซ่ึงไดจากสมาชิกของลําดับสตริง e-2 (#1) 
   〈1〉, 〈2, 1〉, 〈3, 1, 2, 1〉, 〈4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1〉 
 
ทฤษฎีบท 3.  ลําดับสตริง e-2 (#1) ขนาด m มีสมบัติดังนี้ 

1. สตริง si มีความยาว 2i-1  สตริง ai มีความยาว 2i – 1 

2. จํานวนพจนของลําดับ Sm2 คือ  2m – 1 

3. ถา u เปนคาของพจนที่ j ของ si แลว u จะเปนพจนที ่j ของ si+1 ถา j ≠ 1  และเปนพจนที่ 2i-1 + 

j ของ si+1 

4.  ถา un เปนพจนที่ n ของลําดับ และ n = 2k-1(2q – 1) เมื่อ k และ q เปนจํานวนเต็มบวกแลว un = k 

การพิสูจนจะใสไวในภาคผนวก 
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นิยาม 5.  ให c1 ∈ S(2, m) และ Sm เปนลําดับสตริงแบบ e-2 (#1) ขนาด m  Tk เปนการแปลง 1 บติ  k ∈ Sm  

N = 2m  แลว ลําดับ 〈c1, c2, . . . , cN〉 เมื่อ ci+1 = Tui(ci), i = 1, 2, . . . , N-1 เรียกวาตวัเรียงสับเปลี่ยนแบบ e-

2 (#1) ที่กอกําเนิดโดย c1 
 
ตัวอยาง ถา m = 4 เซตตัวเรียงสับเปลี่ยน #1 กอกําเนดิโดย 0000 คือ  
     {0000, 0001, 0011, 0010, 0110, 0111, 0101, 0100, 1100, 1101, 1111, 1110, 1010, 1011, 1001, 1000} 
 
บทแทรก:  เซตตัวเรียงสับเปลี่ยน e=2 (#1) เปนเซตอันดับของตัวเรียงสบัเปลี่ยน ที่มีจาํนวนการเปลี่ยนหนวย
นอยที่สุด 
 
 ลําดับสตรงิแบบ e-ni (#1) (e-ni string sequence #1) 
    นิยาม 6.  ให m, n1, n2, . . . , nm เปนจํานวนเต็มบวก  ลําดับสตริงแบบ e-ni (#1) ขนาด m  เขียนสัญลักษณ

วา Smni เปนลําดับในแบบ 
    s1, s2, s3, . . . , sm 

เมื่อ si เปนสตริงกําหนดโดยกฎ 
  s1 = 〈11, 12, . . . , 1ni-1〉  a1 = 〈11, 12, . . . , 1ni-1〉 
และสําหรับ  i = 2, 3, . . . , m; 

 si = 〈〈i, ai-1〉1, . . . , 〈i, ai-1〉ni-1〉  ai = 〈ai-1, si〉 

โดยที่สัญลักษณ 〈ai-1, si〉 เปนลําดับที่ประกอบดวยสมาชิกของสตริง ai-1 กับ si 
 ลําดับแบบ e-ni (#1) เขียนสัญลักษณ Smni เชนเดียวกัน คือลําดับที่ประกอบดวยสมาชิกของลําดับ

สตริง e-ni (#1) 
 
ทฤษฎีบท 4.  ลําดับสตริง e-ni (#1) ขนาด m มีสมบัติดังนี้ 

4. สตริง si มีความยาว n1 × n2 × . . . × ni-1 × (ni – 1)2i-1  

5. จํานวนพจนของลําดับ Smni คือ  n1 × n2 × . . . × nm  – 1 

 
นิยาม 7.  ให c1 ∈ S(ni, m) และ Smni เปนลําดับสตริงแบบ e-ni (#1) ขนาด m  Tui เปนการแปลง 1 บิต  ui ∈ 

Smni  N = n1 × n2 × . . . × nm  แลว ลําดบั 〈c1, c2, . . . , cN〉 เมื่อ ci+1 = Tui(ci), i = 1, 2, . . . , N-1 เรียกวา

ตัวเรียงสับเปลีย่นแบบ e-ni (#1) ที่กอกําเนดิโดย c1 



 8 

ตัวอยาง: ให  m = 3, S1 = {1, 2, 3, 4}, S2 = {1, 2, 3}, S3 = {1, 2}, c1 = 111 

จะไดวา N = 4 × 3 × 2 = 24. 
 Smni = 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 3, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1 

และได  เซตของตัวเรียงสับเปลี่ยนแบบ e-ni (#1) e-ni combination #1 
 {111, 112, 113, 114, 124, 121, 122, 123, 133, 134, 131, 132, 232, 233, 234, 231, 211, 212, 213, 
214, 224, 221, 222, 223} 
 

2.3 การประยุกต: 
 
 ผลเฉลยของปญหาการลําดับของการจัดเรียงสับเปล่ียนทุกกรณี ท่ีมีคาใชจายต่าํสุด 
  พิจารณาปญหาการถายรูปหมูเครื่องแตงกาย และปญหาการจัดกรณีทดสอบซอฟตแวรทุก 

ๆ กรณี จะหาคาต่ําสุดของคาใชจาย ∑ ∑
= =

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
η

N

1k k

m

1i
ikic  เหนือเซตของเซตอันดับ S(ni, m)  ถา c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ 

cm  แลว ปญหามีผลเฉลยคือ เซตอันดับตัวเรียงสับเปลี่ยนแบบ e-ni (#1) 〈e1, e2, . . . , eN〉 ซ่ึงไดกลาวไวแลว 

คาใชจายทั้งหมดคือ คาใชจายเริ่มตนของ e1 และคาใชจายในการเปลี่ยนแตละหนวย ซ่ึงหาไดโดยการนับวา

แตละหนวยมกีารเปลี่ยนกี่คร้ัง (โดยนับจากลําดับแบบ e-ni (#1)) แลวคูณดวยคาใชจายประจําหนวย แลว
รวมกันทั้งหมด  
 จํานวนครั้งของการเปลี่ยนคอื 
    q1 = (n1-1) × n2 × . . . × nm 

    q2 = (n2-1) × n3 ×  . . . × nm 

-  -  -  -  - 
qm = nm – 1 

ดังนั้นคาใชจายทั้งหมดคือ  C + ∑
=

m

1i
iicq , เมื่อC เปนคาใชจายเริ่มตน 

หมายเหตุ  จํานวนครั้งของการเปลี่ยนทั้งหมดคือ ∑
=

m

1i
iicq  = n1 × n2 × . . . × nm – 1. 

 
 การคํานวณคานอรมของเมทริกซ 

 จะแสดงการคํานวณคานอรม  ||A||∞1  = max
jx S∈

{
1 1
| |

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑ } เมื่อ S = {-1, 1} สวนอีกสองคามี

วิธีคํานวณทํานองเดียวกนั 
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 ในการหาคา 
1 1
| |

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑  เนื่องจากจํานวนเปนคาสัมบูรณ  ดังนั้นเราคํานวณเพียงครึ่งเดียวของ

กรณีทั้งหมด ก็จะไดผลตามตองการ กลาวคือ เราคํานวณโดยใชคาตามรูปแลลของตัวเรียงสับเปลี่ยน e-2 (#1) 

เพียง 2n-1 ตัว  แทนที่จะเปน 2n ตัว 
 ในการหาคา  เราหาผลรวมของทั้งหมดในกรณแีรกกอน แลวเมื่อเปลี่ยนเปนกรณอ่ืีน  เราลบดวยคา
ประจําหนวยเดิมที่เปลี่ยนออก แลวบวกดวยคาประจําหนวยใหม กระทําดังนี้จนครบทุกกรณ ีทําใหประหยดั
แรงงานการคํานวณไดมาก  

 โดยวิธีแบบเดมิ สําหรับ k = 1, 2, . . . , 2n-1 เราคํานวณคา Mi = ∑
=

n

1j
jijxa , i = 1, 2, . . . , m  แลวจึงหา

คา ∑
=

m

1i
i |M|  จะเหน็วา มีการคูณ mn คร้ัง และมีการบวก mn – 1 คร้ัง ดังนั้นสํารับทุก ๆ k จะตองมีการคูฯถึง 

mn 2n-1 คร้ัง  และมีจํานวนการบวกถึง (mn – 1)2n-1 คร้ัง 

 ถาคํานวณโดยใชตัวจดัเรียงสบัเปลี่ยนแบบ e-2 (#1) เราให Mi = ∑
=

n

1j
jijxa ทุก ๆ i  เมื่อ xj ∈ S เร่ิมตน

เราคํานวณคา Mi = ∑
=

n

1j
ija ตอไป สําหรับ k = 1, 2, . . . , 2n-1 – 1 เราให  j เปนพจนที่ k ของลําดับ แทนที ่ xj 

ดวย -xj, แลวคาํนวณ: 

                   Mi = Mi + 2xjaij 

i = 1, 2, . . . , m  แลวจึงหาคา ∑
=

m

1i
i |M|  

 โดยใชวิธีนี้ จํานวนการคูณจะเทากับ 2mn + m(2n-1 – 1) คร้ัง และมีจํานวนการบวกเทากับ mn – 1 + 

(2m – 1)(2n-1 – 1) คร้ัง 

 เปรียบเทียบกนั  จะเห็นวา วิธีที่เสนอจะประหยดัแรงงานได คือ ประหยัดจํานวนการคูณ m((2n-1 – 

1)(n – 1) – n) คร้ัง  และประหยัดการบวกไดถึง  m(n – 2) (2n-1 – 1) คร้ัง 
 

3.  สรุป และอภิปรายผล 
 เราไดสรางลําดับสตริงในรูปแบบพิเศษทีจ่ะทําใหไดลําดับที่สามารถเปนลําดับนําในการชี้หนวยที่
จะเปลี่ยน ในการแปลงเพื่อที่จะทําใหไดเซตอันดับของตัวเรียงสับเปลีย่นทุกกรณี  ซ่ึงเซตนี้ก็จะเปนผลเฉลย
ของปญหาการจัดเรียงสับเปลี่ยนที่ทําใหมคีาใชจายต่ําสดุ ซ่ึงสามารถจะนําไปประยกุตใชในปญหาที่คลายกัน 
ไดแกปญหาการจัดถายรูปหมูของเครื่องแตงกายทุก ๆ แบบ  ปญหาการจัดกรณีทดสอบซอฟตแวรทุกกรณ ี
และยังนําไปใชในการคํานวณคานอรมของเมทริกซที่ทําใหลดแรงงานการคํานวณลงไดมาก 
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 ในการสรางรูปแบบของลําดับ  เราเริ่มพิจารณากรณีทีม่ีจํานวนนอย ซ่ึงอาจดูงาย  แตในกรณีทัว่ไป 
หรือเมื่อจํานวนมากขึ้น การพิจารณากระทาํไดยาก ผลการวิจัยเราไดสูตรและไดวิธีการในกรณีทัว่ไป มีการ
สรางนิยาม สรางทฤษฎีบทที่เกี่ยวของ มีการพิสูจน ทําใหแนใจไดวาวิธีการที่เราไดใชไดผลจริง 
 

4.  ขอเสนอแนะ 
 วิธีการสรางลําดับสตริงที่ผูวิจัยสรางขึ้น อาจนําไปใชสําหรับแกปญหาอื่น ๆ ได ปญหาที่จะกลาว
ตอไปนี้เปนปญหาที่ยากขึ้น ผูวิจัยเสนอไวเพื่อเปนปญหาสําหรับหารวิจยัตอไป 
 ปญหาขอ 1.  ปญหาการถายรูปหมูเครื่องแตงกาย 
 มีคน m คน แตละคนมีชุดแตงกายคนละหลายชุด จะถายรูปหมู m คน โดยที่แตละคนเปลี่ยนชุด 
โดยการถายทกุ ๆ แบบของการเรียงสับเปลี่ยน ถาคาเปลี่ยนชุดของแตละชุด ของแตละคนไมเทากนั เราจะมี
วิธีจัดเรยีงสับเปลี่ยนอยางไร เพื่อใหมีคาใชจายในการเปลี่ยนชุดต่ําสดุ (ปญหาขอนี้ตางจากปญหาที่ผูวิจยั
แกปญหาทีว่า ในปญหาที่ผูวจิัยทํา ราคาการเปลี่ยนชุดของคนหนึ่ง เทากันทุกชุด) 
 ปญหาขอ 2. ปญหาการเฉลี่ยภาระเทากัน 
 ลักษณะเหมือนกับปญหาการถายรูปหมูเครื่องแตงกาย แตวา ในกรณีนี้ ทกุคนมจีํานวนชุดเทากนั 
และราคาการเปลี่ยนชุดของทุกคนทุกชุดเทากันหมด เมื่อเปนดังนี้แตละคนก็ไมอยากเปลี่ยนชุดมากเกนิ
จําเปน  ดังนัน้ จะจัดอยางไรใหมีจํานวนการเปลี่ยนชุดของแตละคนเทากันหรือใกลเคียงกัน คือ ตางกันไม
เกิน 1 คร้ัง 
 ปญหาทํานองนี้มีปรากฏเปนปญหาการจดัใหทํางาน หรือปญหาการเปลี่ยนสภาพ เมื่อภาระหนาที่คือ
ช้ินสวนอีเล็กโทรนิกส ซ่ึงจะตองจัดใหมีภาระพอ ๆ กันเพือ่ไมใหบางชิน้สวนมภีาระเกินกําลัง 
 

_____________________ 
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ภาคผนวก ก. 
การพิสูจนทฤษฎีบท 

 
Theorem 2: Let S be a string sequence with string si, of length ki, i = 1, 2, 3, . . .,  and mi = 

∑
=

i

1q
qk  and m0 = 0. Let un be the nth term of the sequence, aij the jth element in the string si. 

Then, for i = 1, 2, 3, . . . , 
   n  =  mi-1 + j,  where 1 ≤ j ≤ ki                (10) 
if, and only if, 
             un  =  aij                   (11) 

Proof:  From (10) we have that un ∈ si and un is the jth term in si. Thus (11) holds.     

From (11), un is the jth term in si, then un ∈ si and thus (10) holds.            � 
 
Theorem 3:  The e-2 string sequence #1, of size m, has some special properties: 
 1.  The string si has length 2i-1. The string ai has length 2i - 1 

2. The number of terms of the sequence Sm2 is 2m – 1. 
3. If u is the value of the jth term of si then u is the value of the jth term of si+1 if i ≠ 

1, and the (2i-1+ j)th term of si+1. 

 4.  Let un be the nth term of the sequence, and n = 2k-1(2q – 1) for some positive 
integers k and q, then 
           un  =  k.  
Proof 1.: We shall prove by mathematical induction. Let length(x) denote the length of x. We 
have length(s1) = 1 = 21-1, and length(a1) = 1 = 21 – 1. Therefore, the proposition is true for i 

= 1. Suppose that it is true for i ≥ 1, i.e  length(si) = 2i-1. Then we have length(ai-1) + 1 = 
length(si) = 2i-1. Then,  
    length(ai) = length(ai-1) + length(si) = 2i-1 – 1 + 2i-1 = 2i – 1.  
Consequently we have  
   length(si+1) = length(ai) + 1 = 2i – 1 + 1 = 2i ; 
the proposition is true for i +1. Thus 1. (in the above list) is true for all i.      � 
 
Proof 2.:  The number of terms is the sum of the length of si, which is as follows: 

          
1

( )
m

i
i

length s
=
∑  = 1

1
2

m
i

i

−

=
∑  = 2m – 1.         � 

 
Proof 3.:  From Definition 4, we have u1 = 1, and for i > 1 

si = 〈i, ai-1〉 and ai = 〈ai-1, si〉. 
Let sij denotes the jth term of si, for the positive integers i, j and j ≤ 2i-1. We have si1 = i for i 

= 1, 2, . . .. Consider si+1 = 〈i+1, ai〉. For j ≠ 1, sij is the (j-1)th term of ai-1 and consequently 
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the (j-1)th term ai which is the jth term of si+1. sij is also the (2i-1+ j)th term of si+1. The last 
expression is true for all the positive integers i and j ≤ 2i-1.  Therefore if sij = u, then si+1,j = u 
for j ≠ 1, and si+1,(2i-1+j) = u for 1 ≤ j ≤ 2i-1.           � 
 
Proof 4.: Let un be the nth term of the sequence Sm2. Suppose that n = 2k-1(2q – 1) for some 
positive integers k and q. We will demonstrate that un = k. Note that there always exists a 
unique pair of positive integers k and q, such that the equality holds for each value of positive 
integer n. 
 If un is the jth term of si, then n = 2i-1 + j – 1. From 3. (above), un has the same value 
for n = 2i-1 + j – 1, n = 2i + j – 1 and n = 2i + 2i-1 + j – 1 if j ≠ 1, and it has the same value for 
n = 2i-1and n = 2i + 2i-1. 
 For i ≥ 1, if j = 1, we have un = i. Since n = 2i-1 = 2k-1(2q – 1), we have q = 1 and k = 
i. Therefore if j = 1, the expression is true for all i ≥ 1.. 
 If j ≠ 1, we will prove the expression in 4. by way of induction on i. 
 For i = 1, we have n = 1 and u1 = 1. Since 1 = 21-1(2(1) – 1), then by the formula u1 = 
1. The expression is true for i = 1. 
 Suppose that the expression in 4. (above) is true for all n, where un ∈ si.; that is, if n = 
2i-1 + j – 1 = 2k-1(2q – 1) for some positive integers k and q, then un  =  k.  Now let un be the 
jth term of si+1, then n = 2i + j – 1, 1 ≤ j ≤ 2i. Suppose that n = 2i + j – 1 
= 2k-1(2q – 1) for some positive integers k and q, if 1 < j ≤ 2i-1, then un has the same value as 
when n = 2i-1 + j – 1. Then un is the jth term of si, and so we have the following: 
   2i-1 + j – 1 = 2i + j – 1 + 2i-1 – 2i  
          = 2k-1(2q – 1) – 2i-1  
          = 2k-1(2q – 1 – 2i-k) 
          = 2k-1(2(q-2i-k-1) – 1) 
then un  =  k. 
 If 2i-1 < j ≤ 2i, then n = 2i + 2i-1 + j* – 1, 1 ≤ j* ≤ 2i-1. By 3., un has the same value as 
when n = 2i-1 + j* – 1. Then un is the j*th term of si, and we have  
   2i-1 + j* – 1 = 2i + j – 1 + 2i-1 – 2i – 2i-1 
          = 2k-1(2q – 1) – 2i 
          = 2k-1(2(q-2i-k) – 1) 
then un  =  k. 
 Thus, the expression is true when un ∈ si+1. The proof is hereby complete.      � 
 
Theorem 4:  The e-ni string sequence #1 has some special properties: 
 1.  The string si has length n1 × n2 × . . . × ni-1 × (ni – 1)  
 2.  The number of terms of the sequence is n1 × n2 × . . . × nm – 1. 
 
Proof 1.:  The proof is by induction on i. Case i = 1 by (18a) we have length(s1) = n1 – 1. 
Therefore, the proposition is true for i = 1. Suppose the proposition is true for i > 1, then: 
      length(si) = n1 × n2 × . . . × ni-1 × (ni – 1).       ……………(A) 
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From (18b), we have 
         length(si) = (length(ai-1) + 1) × (ni – 1) 
Compare to (A), we have 
      length(ai-1) = n1 × n2 × . . . × ni-1 – 1 
Then      length(ai)  = length(ai-1) + length(si) 
            =  n1 × n2 × . . . × ni-1 – 1 + n1 × n2 × . . . × ni-1 × (ni – 1) 
            =  n1 × n2 × . . . × ni-1 × (-1 + ni – 1) – 1 
            =  n1 × n2 × . . . × ni-1 × ni – 1 
Also from (18b)   si+1 = 〈〈i, ai〉1, . . . , 〈i, ai〉ni+1-1〉 
We have  length(si+1)  =  (ni+1 – 1) × (length(ai) + 1) 
             =   (ni+1 – 1) × n1 × n2 × . . . × ni-1 × ni  
The case i+1 is true. Therefore  
  length(si) = n1 × n2 × . . . × ni-1 × (ni – 1) 
is true for all i.               � 
 
Proof 2.:  The number of terms is the sum of the length of si, which is as follows: 

       
1

( )
m

i
i

length s
=
∑  =  n1 – 1 + ∑

=
− −

m

2i
i1i21 )1n)(n...nn(       

            =  n1 – 1 + ∑
=

−− −
m

2i
1i21i1i21 )n...nnnn...nn(  

            =   n1 × n2 × . . . × nm – 1        � 
 
 
Theorem 1:  Let S(ni, m) be defined as in Definition 1. The set S(ni, m) can be generated 
from an element in that set, by a sequence of (n1 × n2 × . . . × nm – 1) 1-bit transformations. 
 
Proof: Let e1 ∈ S(ni, m) be given. The sequence e-ni combination #1 〈e1, e2, . . . , eN〉 given 
in Definition 7 is obviously a subset of S(ni, m). If we can show that all ei's are different, then 
we can conclude that these sets are the same. We will prove this by way of induction. 
Let N0 = 1, and for each i ≥ 1, Ni = n1 × n2 × . . . × ni. Assume that Ni > 1 since otherwise no 
change has been made. 
 Recall that from Definition 6: 
  s1 = 〈11, 12, . . . , 1n1-1〉, a1 = 〈11, 12, . . . , 1n1-1〉, 
and for i = 2, 3, . . . , m; 
  si = 〈〈i, ai-1〉1, . . . , 〈i, ai-1〉ni-1〉, ai = 〈ai-1, si〉. 
And from Definition 7: e1 ∈ S(ni, m), and ui ∈ Smni, then ej+1 = Tuj(ej), j = 1, 2, . . .  
Consider {e1, e2, . . . , en1}, we have uj = 1 for j = 1, . . . , n1 -1, since uj ∈ s1. Then all ej's are 
different by the first component. The proposition is true for i = 1. 
 For i > 1, we make the assumption that for each ep ∈ S(ni, m), ep, ep+1, . . . , ep-1+Ni-1 
produced by ep+j = Tuj(ep+j-1), j = 1, 2, . . . , Ni-1-1, are different. Therefore e1, e2, . . . , eNi-1 
are different. We will show that ej's are different for all j = 1, 2, . . . , Ni 
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 First, consider ej+1 = Tuj(ej) where j = Ni-1. We have uj = i, which is the first element 

of si. Therefore ej+1 is different from ek, for all k = 1, 2, . . . , Ni-1, by the ith component. This 
is also true for j = Ni-1 + 1, . . . , Ni – 1. 
 Note that uj ∈ si, if and only if Ni-1 ≤ j < Ni. 
For k = 1, 2, . . . , ni – 1, we have the following: 
 uj ∈ 〈i, ai-1〉k   if, and only if,  Ni-1 + (k-1)Ni-1 ≤ j < Ni-1 + kNi-1. 
For each k, let pk = Ni-1 + (k-1)Ni-1, then upk = i. Then, for all k, epk+1 = Tupk(epk), they are 

different by the ith component. 
 Let j = pk + q, q = 1, 2, . . . , Ni-1-1, then uj ∈ ai-1. By assumption, all ej's are different. 
 Thus, all ej's are different for j = Ni-1+1, Ni-1+2, . . . , Ni. Consequently, all ej's are 
different for j = 1, 2, . . . , Ni. 
Therefore we can conclude that s(ni, m) = {e1, e2, . . . , eN}. The proof of Theorem 1 is 
complete.               � 
 

_____________________________ 
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ภาคผนวก ข. 
ผลผลิต (Output) 

 
บทความที่เปนสวนหนึ่งของการวิจัย  มี 2 บทความ  คือ 

 1.  Minimum cost Sequencing of all Combinations 
 2.  Exact Calculation of Some Induced Matrix Norms 
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Minimum Cost Sequencing of All Combinations 
 
Ampon Dhamacharoen 
Department of Mathematics, Burapha University 
Bangsaen, Chonburi 20131, Thailand 
 
Abstract: Generating all combinations can be done in many ways, but it is sometimes 
difficult to arrange those combinations to serve some specific purposes. This paper introduces 
a special sequence that can be used to navigate the changes in transition in generating all the 
possible combinations, in order to minimize the transition cost. The obtained ordered set can 
be applied to the minimum sequencing problem, such as the costume-photograph problems, 
the all combination test case generating problem, and the exact calculation of some induced 
matrix norms problem, which requires a search of all the combinations. 
 
Keywords: All combinations, Minimum cost sequencing, 1-bit transformation, String 
sequence, e-2 sequence #1, Test case generating. 
 
1. Introduction: 
 The sequencing problems involve problems relating to how to generate the ordered set 
to meet some specific purposes. Problems arise in many different types of fields of research, 
such as DNA sequencing in biology, tournament scheduling in games, and test case 
generating in software engineering. [1, 2, 3]. Here we introduce some mathematical 
sequencing problems which can be immediately applied to these interesting problems. 

 
Consider the whole number in base 2 of three digits, running from 0 to 7 and which 

are written in order: 
 

 000 001 010 011 100 101 110 111.               (1) 
 
When considering the transition in generating these numbers from left to right, i.e. from 000 
to 001, the last position is changed. However, from 001 to 010, there are two positions which 
are changed, and from 011 to 100, three positions are changed. Now, if we reorder them so 
that the next number has one change from the previous one, we may obtain the following: 
 
 000 001 011 010 110 111 101 100.    (2) 
 
From 000 to 001 the last digit is changed; from 001 to 011, the second digit is changed; and 
from 011 to 010, the last digit is changed. The position number (from right to left) where the 
digit changes in order is 1, 2, 1, respectively.  Continue this process until all the combinations 
of three digits have been reached once. The positions of the changed digits are as follows: 
 

      1, 2, 1, 3, 1, 2, 1                 (3) 
 

The set of numbers in (1) and (2) are the same selection of "all combinations", from 2 digits 
into three fixed positions, but as ordered sets they are different. In transition from left to right, 
(1) has 11 changes, while (2) has only 7 changes. Note that 7 is the least number of changes, 
and there are many ordered sets which hold this same property. The following story may 
remind us of the importance of ordered sets. 
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 The King, the Queen and a royal servant, are to be photographed together. Each one 
has two costumes to wear, and the photographs must be taken for all the different costumes. 
Therefore, a total of eight pictures are to be taken. Suppose the King, Queen and the servant 
are positioned as (King, Queen, Servant), and 0, 1 are used to indicate the different costumes, 
then the ordered set in (1) or (2) will serve as the sequence for this event. Since changing the 
costume is costly, it is therefore obvious that sequence (2) is more appropriate than sequence 
(1). If changing the King's clothes incurs the highest costs, and the servant incurs the lowest 
costs, then order set (2) becomes the minimum cost sequencing. 
 

The above example illustrates the importance of the order of the elements in the set. 
The ordered set (1) will be called the natural order combination, and for some reason, the 
ordered set (2) will be called the "e-2 combination #1". 

To generate the e-2 combination #1, firstly begin with the m-tuple of 0's, and then 
change 1 position each time, to obtain all the combinations. Selecting the position each time is 
important, since all the combinations must be achieved within the least number of operations. 
To do this systematically, we use the sequence of strings, which are called, "the leading 
sequence", to point out which position is to be changed. For n = 3, the leading sequence for 
the e-2 combinations #1 is (3) i.e. position 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1 will be changed in order. 

The aim of this research is to find the leading sequence that can generate the ordered 
set of all the combinations in a desired order. 
 
The e-ni combination: 
 
Definition 1: Let m be a positive integer. For i = 1, 2, . . . , m, let Si be a set of ni different 
types of objects. The m-tuple, in which the component i is an object taken from Si, is called a 
combination of length m, or a string of length m. The set of all combinations of length m is 
denoted by S(ni, m). If ni = n for all i, then the combination is called an e-n (exponential-n) 
combination, and the set of all e-n combinations is denoted by S(n, m). (The term 
‘exponential’ is a reminder that the number of elements of S(n, m) is the power of n) 

 
The following properties are obviously seen, and their proof is omitted. 
 
Property 1: The set S(ni, m) has n1 × n2 × . . . × nm elements. The set S(n, m) has nm 
elements. 
 
Property 2: The set S(n, m) is isomorphic to a set of m-digit numbers in base n, i.e. there is a 
one-to-one and onto function between them. 
 
Definition 2:  The set of m-digit numbers in base n, ordered by value from 0 to nm, is called 
the natural order combination. 
 
 
2.  The Cost Sequencing of All-Combination Problems 
 Let m be a positive integer. For i = 1, 2, . . . , m, let Si be a set of ni different types of 
objects, S(ni, m) an ordered set of all combination (s1, s2, . . . , sm), si ∈ Si.  N = n1 × n2 × . . . 
× nm, and ci the cost of replacing an element of Si in a combination, ηki = 
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of ordered sets S(ni, m). 
 
 The costume photograph problem: A group of m persons will be taking  picture 
with different costumes belonging to each person, for all the different combinations of these 
costumes. Suppose that for each person, the cost for changing all his/her costumes are the 
same. Finding the sequence (i.e. who will change the costume the next time) that will 
minimize the costs for changing the costumes is the costume photograph problem. 
 
 The all-combination test case generating problem: In software engineering, all 
software has to be tested before it can be released to the users. Testing software can be 
performed by inputting the selected test data into the input components, and then executing. 
The all-combination test suit is the most efficient test suit that can be used to detect the error, 
but it also the most energy-consuming since changing the data each time may be associated 
with the costs (or time) [3, 4]. Therefore, the problem that arises is how to generate the 
ordered set of all-combination test suits in a manner which can minimize the costs for 
changing the data. 
 
 The induced matrix norm computation problems:  Let A be a real m × n matrix. 
When considering A as a linear transformation between two finite-dimensional vector spaces, 
the induced norm of A can be defined as follows: 
   ||A||pq =  

p|| || 1
sup

=x
||Ax||q            (4) 

where x ∈ Rn×1. The closed form formula for computing the value of norms for p, q = 1, 2 
and ∞ are known [5, 6, 7]. Listed below are some norms whereby their computation concerns 
all the combinations of 2 elements. 

 ||A||∞1  =  max
jx S∈

{
1 1
| |

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑ } ,       where S = {-1, 1}   (5) 

     ||A||21  =  max
is S∈

{( 2

1 1
( )

n m
i ij

j i
s a

= =
∑ ∑ )1/2}, where S = {-1, 1}   (6) 

         ||A||∞2  =  max
jx S∈

 [∑ ∑
= =

m

1i

n

1j

2
jij )xa( ]1/2 , where S = {-1, 1}              (7) 

To compute these norms, the value 
1 1
| |

m n
ij j

i j
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= =
∑ ∑  in (5), 2

1 1
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n m
i ij

j i
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= =
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= =

m

1i

n

1j

2
jij )xa(  in 

(7) must be computed for each combination in S(2, m). The method for carrying out 
computations with minimum costs (number of calculations) will be described in the next 
section. 
3.  1-bit Transformation: 
 
Definition 3: Let C ⊆ S(ni, m). A transformation T on C is called a 1-bit transformation if 
T(c) and c are different by 1 position. 
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 If Si has two elements, the 1–bit transformation that changes the element in position i 
is denoted by Ti. If Si has more than two elements, then the element of Si needs to be 
specified. The 1-bit transformation which changes the element in position i to a is denoted by 
Tia. For example, if Si = {0, 1} and the string has length 4, then T2(1100) = 1000 and 
T3(1100) = 1110. If Si = {1, 2, 3} then T23(1122) = 1322.  
 
Theorem 1:  Let S(ni, m) be defined as in Definition 1. The set S(ni, m) can be generated 
from an element in that set, by a sequence of (n1 × n2 × . . . × nm – 1) 1-bit transformations. 
 
We will postpone the proof until the end of this section. 
 
 
The string sequence: 

Let S be a set of objects. , A string from S is a finite sequence of objects from S. A 
string sequence is a sequence that is composed of elements of the strings. The strings in the 
sequence may have a constant or variable length. The discussion relating to these topics 
concerns the changing between the elements of the strings, and the terms of the sequence [8, 
9]. Below, are examples of sequences of this type: 
 
  1, 2, 3, 2, 3, 4, 3, 4, 5, . . .       (8) 
  1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, . . .       (9) 
 
(8) is the sequence of strings 〈1, 2, 3〉, 〈2. 3. 4〉, 〈3, 4, 5〉, . . .  which are of equal length. (9) is 
the sequence of strings 〈1〉, 〈1, 2〉, 〈1, 2, 3〉, 〈1, 2, 3, 4〉, . . . for which the length is varied. 
From a sequence, the strings can be set up in many ways depending on its meaning and usage. 
For convenience, let us define the type of string sequence as follows: 
  
 c-k string sequence: the sequence where the strings have a constant of length k. 
 n-k string sequence : the sequence where the length of string varies as a multiple of k. 
 e-k string sequence : the sequence where the length of string varies as a power of k. 
 
Theorem 2: Let S be a string sequence with string si, of length ki, i = 1, 2, 3, . . .,  and mi = 

∑
=

i

1q
qk  and m0 = 0. Let un be the nth term of the sequence, aij the jth element in the string si. 

Then, for i = 1, 2, 3, . . . , 
   n  =  mi-1 + j,  where 1 ≤ j ≤ ki              (10) 
if, and only if, 
            un  =  aij                  (11) 
Proof:  From (10) we have that un ∈ si and un is the jth term in si. Thus (11) holds.     
From (11), un is the jth term in si, then un ∈ si and thus (10) holds.       � 
 
Interchanging between the elements of the string and the term of sequence, can be carried out 
by using formula (10) and (11). 
 
 To illustrate, let us consider an exponential-length string sequence: 

     1, 1, 2, 1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, . . . . 
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in which the strings are 〈1〉, 〈1, 2〉, 〈1, 2, 3, 4〉, 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉, . . ..which are of length 
2k-1, the e-2 sequence. Such sequence can be written in two-dimensional form as follows: 
  1 
  1 2 

1 2 3 4 
1 2 3 4 5 6 7 8 
- - - - - - - - 

Using (6) and (7) we have that for i = 1, 2, 3, . . . , ki = 2i-1, mi = ∑
=

−
i

1q

1q2  = 2i – 1, aij = j, for 

1 ≤ j ≤ 2i-1. Then n = 2i-1 – 1 + j and we have 
 

un = n – 2i-1 + 1,   2i-1 ≤ n ≤ 2i – 1,              (12) 
i = 1, 2, 3, . . .. 
 
The e-2 string sequence #1 
 
 Let us consider the set S(2, 4) of whole numbers in base 2 of four digits, which are 
ordered in such a way that the next number has one change from the previous one: 
 0000 0001 0011 0010 0110 0111 0101 0100             (13) 
 1100 1101 1111 1110 1010 1011 1001 1000 
 
The positions of the changed digit are 
 

 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1              (14) 
 

which can be viewed as an exponential-length string sequence: 
 
         〈1〉, 〈2, 1〉, 〈3, 1, 2, 1〉, 〈4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1〉.             (15) 
 
This sequence (15) is called the e-2 string sequence #1, while (14) is called the e-2 sequence 
#1. We use (14) as a leading sequence to generate the e-2 combination #1 of length 4 in (13). 
 
Definition 4:  The e-2 string sequence #1 of size m, denoted by Sm2, is a sequence in the 
form 
         s1, s2, s3, . . . , sm               (16) 
where m is a positive integer, and si is a string generated by the following rule: 
  s1 = 〈1〉  a1 = 〈1〉             (16a) 
For i = 2, 3, . . . , m; 
  si = 〈i, ai-1〉  ai = 〈ai-1, si〉             (16b) 
while the notation 〈ai-1, si〉 is the sequence composed of elements in the strings ai-1 and si (not 
the pair of strings ai-1 and si). The e-2 sequence #1, which is also denoted by Sm2, is a 
sequence whose terms are from elements of the e-2 string sequence #1. 
 
 The reader may easily verify that for m = 4, (16a) and (16b) produce (14). Note that 
from the definition, the first term of si is i, for all positive integer i. 
  
Theorem 3:  The e-2 string sequence #1, of size m, has some special properties: 
 1.  The string si has length 2i-1. The string ai has length 2i - 1 
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2. The number of terms of the sequence Sm2 is 2m – 1. 
3. If u is the value of the jth term of si then u is the value of the jth term of si+1 if j ≠ 

1, and the (2i-1+ j)th term of si+1. 
 4.  Let un be the nth term of the sequence, and n = 2k-1(2q – 1) for some positive 
integers k and q, then 
         un  =  k.                (17) 
 
Proof 1.: We shall prove by mathematical induction. Let length(x) denote the length of x. We 
have length(s1) = 1 = 21-1, and length(a1) = 1 = 21 – 1. Therefore, the proposition is true for i 
= 1. Suppose that it is true for i ≥ 1, i.e  length(si) = 2i-1. Then, from (12b), length(ai-1) + 1 = 
length(si) = 2i-1. Then,  
    length(ai) = length(ai-1) + length(si) = 2i-1 – 1 + 2i-1 = 2i – 1.  
Consequently we have  
   length(si+1) = length(ai) + 1 = 2i – 1 + 1 = 2i; 
the proposition is true for i +1. Thus 1. (in the above list) is true for all i.     � 
 
Proof 2.:  The number of terms is the sum of the length of si, which is as follows: 

          
1

( )
m

i
i

length s
=
∑  = 1

1
2

m
i

i

−

=
∑  = 2m – 1.        � 

 
Proof 3.:  From Definition 4, we have u1 = 1, and for i > 1 

si = 〈i, ai-1〉 and ai = 〈ai-1, si〉. 
Let sij denotes the jth term of si, for the positive integers i, j and j ≤ 2i-1. We have si1 = i for i 
= 1, 2, . . .. Consider si+1 = 〈i+1, ai〉. For j ≠ 1, sij is the (j-1)th term of ai-1 and consequently 
the (j-1)th term ai which is the jth term of si+1. sij is also the (2i-1+ j)th term of si+1. The last 
expression is true for all the positive integers i and j ≤ 2i-1.  Therefore if sij = u, then si+1,j = u 
for j ≠ 1, and si+1,(2i-1+j) = u for 1 ≤ j ≤ 2i-1.    � 
 
Proof 4.: Let un be the nth term of the sequence Sm2. Suppose that n = 2k-1(2q – 1) for some 
positive integers k and q. We will demonstrate that un = k. Note that there always exists a 
unique pair of positive integers k and q, such that the equality holds for each value of positive 
integer n. 
 If un is the jth term of si, then n = 2i-1 + j – 1. From 3. (above), un has the same value 
for n = 2i-1 + j – 1, n = 2i + j – 1 and n = 2i + 2i-1 + j – 1 if j ≠ 1, and it has the same value for 
n = 2i-1and n = 2i + 2i-1. 
 For i ≥ 1, if j = 1, we have un = i. Since n = 2i-1 = 2k-1(2q – 1), we have q = 1 and k = 
i. Therefore if j = 1, the expression is true for all i ≥ 1.. 
 If j ≠ 1, we will prove the expression in 4. by way of induction on i. 
 For i = 1, we have n = 1 and u1 = 1. Since 1 = 21-1(2(1) – 1), then by the formula u1 = 
1. The expression is true for i = 1. 
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 Suppose that the expression in 4. (above) is true for all n, where un ∈ si.; that is, if n = 
2i-1 + j – 1 = 2k-1(2q – 1) for some positive integers k and q, then un  =  k.  Now let un be the 
jth term of si+1, then n = 2i + j – 1, 1 ≤ j ≤ 2i. Suppose that n = 2i + j – 1 
= 2k-1(2q – 1) for some positive integers k and q, if 1 < j ≤ 2i-1, then un has the same value as 
when n = 2i-1 + j – 1. Then un is the jth term of si, and so we have the following: 
   2i-1 + j – 1 = 2i + j – 1 + 2i-1 – 2i  
          = 2k-1(2q – 1) – 2i-1  
          = 2k-1(2q – 1 – 2i-k) 
          = 2k-1(2(q-2i-k-1) – 1) 
then un  =  k. 
 If 2i-1 < j ≤ 2i, then n = 2i + 2i-1 + j* – 1, 1 ≤ j* ≤ 2i-1. By 3., un has the same value as 
when n = 2i-1 + j* – 1. Then un is the j*th term of si, and we have  
   2i-1 + j* – 1 = 2i + j – 1 + 2i-1 – 2i – 2i-1 
          = 2k-1(2q – 1) – 2i 
          = 2k-1(2(q-2i-k) – 1) 
then un  =  k. 
 Thus, the expression is true when un ∈ si+1. The proof is hereby complete.     � 
 
Definition 5:  Let c1 ∈ S(2, m), and Sm be the e-2 string sequence #1 of size m, Tk, a  1-bit 
transformation, k ∈ Sm, N = 2m. The sequence 〈c1, c2, . . . , cN〉 where ci+1 = Tui(ci), i = 1, 2, . 
. . , N-1, is called the e-2 combination #1 generated by c1. 
 
Corollary: The e-2 combination #1 is the ordered set of all the combinations, with the least 
number of transition changes. 
Proof:  Follow from Theorem 4 that S(2, m) = {c1, c2, . . . , cN}, which is all the 
combinations. The number of transitions from c1 to cN is N – 1, which is the minimum 
number of transitions required.         � 
 
The e-ni string sequence #1 
 Now we generalize the string sequence in order  to generate the e-ni combination 
ordered set. 
 
Definition 6:  Let m, n1, n2, . . . , nm be positive integers. The e-ni string sequence #1 of size 
m, denoted by Smni, is a sequence in the form: 
         s1, s2, s3, . . . , sm               (18) 
where m is a positive integer, and si is a string generated by the following rule: 
  s1 = 〈11, 12, . . . , 1n1-1〉 a1 = 〈11, 12, . . . , 1n1-1〉           (18a) 
(s1 and a1 has n1 – 1 terms of 1's) 
For i = 2, 3, . . . , m; 
  si = 〈〈i, ai-1〉1, . . . , 〈i, ai-1〉ni-1〉 ai = 〈ai-1, si〉           (18b) 
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where the notation 〈ai-1, si〉 is the sequence composed of the elements in the strings ai-1 and si 
(not the pair of strings ai-1 and si). The e-ni sequence #1 is the sequence whose terms are from 
the e-ni string sequence #1, and which are also denoted by Smni. 
 
Theorem 4:  The e-ni string sequence #1 has some special properties: 
 1.  The string si has length n1 × n2 × . . . × ni-1 × (ni – 1)  
 2.  The number of terms of the sequence is n1 × n2 × . . . × nm – 1. 
 
Proof 1.:  The proof is by induction on i. Case i = 1 by (18a) we have length(s1) = n1 – 1. 
Therefore, the proposition is true for i = 1. Suppose the proposition is true for i > 1, then: 
      length(si) = n1 × n2 × . . . × ni-1 × (ni – 1).       ……………(A) 
From (18b), we have 
         length(si) = (length(ai-1) + 1) × (ni – 1) 
Compare to (A), we have 
      length(ai-1) = n1 × n2 × . . . × ni-1 – 1 
Then      length(ai)  = length(ai-1) + length(si) 
            =  n1 × n2 × . . . × ni-1 – 1 + n1 × n2 × . . . × ni-1 × (ni – 1) 
            =  n1 × n2 × . . . × ni-1 × (-1 + ni – 1) – 1 
            =  n1 × n2 × . . . × ni-1 × ni – 1 
Also from (18b)   si+1 = 〈〈i, ai〉1, . . . , 〈i, ai〉ni+1-1〉 
We have  length(si+1)  =  (ni+1 – 1) × (length(ai) + 1) 
             =   (ni+1 – 1) × n1 × n2 × . . . × ni-1 × ni  
The case i+1 is true. Therefore  
  length(si) = n1 × n2 × . . . × ni-1 × (ni – 1) 
is true for all i.              � 
 
Proof 2.:  The number of terms is the sum of the length of si, which is as follows: 

       
1

( )
m

i
i

length s
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∑  =  n1 – 1 + ∑
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            =  n1 – 1 + ∑
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            =   n1 × n2 × . . . × nm – 1       � 
 
Definition 7:  Let e1 ∈ S(ni, m), and Smni the e-ni sequence #1 of size m, Tui a 1-bit 
transformation, ui ∈ Smni, N = n1 × n2 × . . . × nm. The sequence 〈e1, e2, . . . , eN〉 where ei+1 
= Tui(ei), i = 1, 2, . . . , N-1, is called the e-ni combination #1 generated by e1. 
 
 Since for some i, Si has more than two elements, therefore, in order to avoid 
ambiguity while performing the 1-bit transformation, the elements of Si must be ordered so 
that the change at the position i can be carried out in a one directional circle..  
 
Example: Let  m = 3, S1 = {1, 2, 3, 4}, S2 = {1, 2, 3}, S3 = {1, 2}, e1 = 111 
We have N = 4 × 3 × 2 = 24. 
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Smni = 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 3, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1 
(Component count from right to left) 
        
e-ni combination #1 =  111,  
             112, 113, 114, 124, 121, 122, 123, 133, 134, 131, 132, 232, 233, 234, 231, 211, 212, 
213, 214, 224, 221, 222, 223 
 
Prove of Theorem 1: 
 Let e1 ∈ S(ni, m) be given. The sequence e-ni combination #1 〈e1, e2, . . . , eN〉 given 
in Definition 7 is obviously a subset of S(ni, m). If we can show that all ei's are different, then 
we can conclude that these sets are the same. We will prove this by way of induction. 
Let N0 = 1, and for each i ≥ 1, Ni = n1 × n2 × . . . × ni. Assume that Ni > 1 since otherwise no 
change has been made. 
 Recall that from Definition 6: 
  s1 = 〈11, 12, . . . , 1n1-1〉, a1 = 〈11, 12, . . . , 1n1-1〉, 
and for i = 2, 3, . . . , m; 
  si = 〈〈i, ai-1〉1, . . . , 〈i, ai-1〉ni-1〉, ai = 〈ai-1, si〉. 
And from Definition 7: e1 ∈ S(ni, m), and ui ∈ Smni, then ej+1 = Tuj(ej), j = 1, 2, . . .  
Consider {e1, e2, . . . , en1}, we have uj = 1 for j = 1, . . . , n1 -1, since uj ∈ s1. Then all ej's are 
different by the first component. The proposition is true for i = 1. 
 For i > 1, we make the assumption that for each ep ∈ S(ni, m), ep, ep+1, . . . , ep-1+Ni-1 
produced by ep+j = Tuj(ep+j-1), j = 1, 2, . . . , Ni-1-1, are different. Therefore e1, e2, . . . , eNi-1 
are different. We will show that ej's are different for all j = 1, 2, . . . , Ni 
 First, consider ej+1 = Tuj(ej) where j = Ni-1. We have uj = i, which is the first element 

of si. Therefore ej+1 is different from ek, for all k = 1, 2, . . . , Ni-1, by the ith component. This 
is also true for j = Ni-1 + 1, . . . , Ni – 1. 
 Note that uj ∈ si, if and only if Ni-1 ≤ j < Ni. 
For k = 1, 2, . . . , ni – 1, we have the following: 
 uj ∈ 〈i, ai-1〉k   if, and only if,  Ni-1 + (k-1)Ni-1 ≤ j < Ni-1 + kNi-1. 
For each k, let pk = Ni-1 + (k-1)Ni-1, then upk = i. Then, for all k, epk+1 = Tupk(epk), they are 

different by the ith component. 
 Let j = pk + q, q = 1, 2, . . . , Ni-1-1, then uj ∈ ai-1. By assumption, all ej's are different. 
 Thus, all ej's are different for j = Ni-1+1, Ni-1+2, . . . , Ni. Consequently, all ej's are 
different for j = 1, 2, . . . , Ni. 
Therefore we can conclude that s(ni, m) = {e1, e2, . . . , eN}. The proof of Theorem 1 is 
complete.              � 
 
4. Application: 
 
Solution for the all-combination cost sequencing problems 
 Let us consider the costume-photograph problem, and the all-combination test case 
generating problem, as defined in Section 2: 
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 Minimize the total cost ∑ ∑
= =

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
η

N

1k k

m

1i
ikic  over the set of ordered sets S(ni, m). 

Suppose that c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cm, then the problems already have a solution: the e-ni 
combination #1 〈e1, e2, . . . , eN〉, as described in the earlier section. The total costs are the 
setting costs for e1, and the operating (changing) costs in transition. Since there is only one 
change in each transition, the cost can be calculated by counting the total number of changes 
in each component, times the cost, and adding these totals up to obtain the total cost. Using 
the e-ni sequence #1 to navigate the change, the number of total changes in the ith component 
are: 
    q1 = (n1-1) × n2 × . . . × nm 
    q2 = (n2-1) × n3 ×  . . . × nm 

-  -  -  -  - 
qm = nm – 1 

Then, the total cost is  C + ∑
=

m

1i
iicq , where C is the setting cost. 

Note that the total number of changes is ∑
=

m

1i
iicq  = n1 × n2 × . . . × nm – 1. 

 
Computation of the induced matrix norm problems: 
 
 We will describe the method to calculate the value of the norm in (5) by using the e-2 
combination #1. The algorithm to compute (6) and (7) will be analogous to that of (5). 

 To evaluate 
1 1
| |

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑ , since the values are in absolute value, we  only need to 

compute half of all the combinations, i.e. the combination of (n-1)-tuple are needed. This can 
reduce the number of e-2 combination #1 to 2n-1, instead of 2n. 
 The number of operations in the computation can be reduced by firstly computing 
such values for a particular combination, and then for the next combination, we compute only 
at the changed component, and add or subtract from the old values. 
 
 In computing by using the conventional method, we proceed as follows: For each k = 

1, 2, . . . , 2n-1, we calculate the value of Mi = ∑
=

n

1j
jijxa , i = 1, 2, . . . , m, and then find ∑

=

m

1i
i |M| . 

Using this formula, the number of multiplications is mn, and the number of additions is mn – 
1. Subsequently, for all k, it is necessary to carry out mn 2n-1 multiplications and (mn – 1)2n-1 
additions. 
 
 Using the e-2 combination #1, we can compute such value using less effort. In 

computing of Mi = ∑
=

n

1j
jijxa for all i where xj ∈ S, we first generate the e-2 sequence #1 and 

start with the value of  Mi = ∑
=

n

1j
ija . For k = 1, 2, . . . , 2n-1 – 1, let j be the kth term of  the 

sequence, replace xj by -xj, then compute: 
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                   Mi = Mi + 2xjaij 
i = 1, 2, . . . , m. (The value 2aij can be set prior, in order to avoid repetition of the 

calculation.) Then, compute ∑
=

m

1i
i |M| . 

 Using this method, the number of calculations will be 2mn + m(2n-1 – 1) 
multiplications, and mn – 1 + (2m – 1)(2n-1 – 1) additions. 
 Compared to the conventional method, using the e-2 combination #1 can reduce the 
number of calculations by m((2n-1 – 1)(n – 1) – n) multiplications and m(n – 2) (2n-1 – 1) 
additions. 
 
 
 
5. Conclusion: 
 The sequence of string be defined in a certain way, in order to obtain the sequence that 
can navigate the changes in transition when generating the ordered set of all combinations, 
which is the solution for the all combination minimum cost sequencing problem. The method 
of calculation concerning the all-combination  constructed based on that special sequence can 
reduce the number of calculations as compared to using the conventional method. The 
sequence may look easy for the first few terms, but generalizing such a manner is not quite so 
easy. The method to construct such a sequence is given here, and its properties were proved in 
general. The problem may be viewed as being similar to the traveling salesman problem [10], 
and the proof of Theorem 1 could be carried out in another way. However, the proof given 
here can provide information on how to generate the path, which is useful in applications. 
 There are more interesting problems concerning all the combination searches. The 
examples proposed here, may be considered as open problems: 
 
     Problem 1. The costume-photograph problem: A group of m persons will take photos 
with different costumes belonging to each person, for all different combinations of costumes. 
The costs of changing the costume for each person are different, depending on the types of 
costumes. The problem is to minimize the cost of changing the costumes for all the 
combinations of pictures. 

Problem 2.  The duty-balancing problem: Given a situation which is the same as the 
costume-photograph problem. However, now the costs of changing the costumes are all equal, 
and each person does not want to change the costumes too many times. Therefore, the 
problem is to find the ordered set of all combinations in such a way that the number of 
changes in each component is different than the other by at most one.  

This problem may occur in assignment problems, or switching problems, where the duties 
are devices in an electronic circuit, which should be balanced to avoid overloading some 
devices. 

 
Note:  The following are some solutions for Problem 2: 
For S(2, 3): The solution set is 000, 001, 011, 111, 101, 100, 110, 010 
 The number of changes in component 1, 2, 3 is 2, 3, 2 respectively.  
 Note that the total number of changes is 2 + 3 + 2 = 7. 
For S(2, 4): The solution set is 0000, 0001, 0011, 0111, 1111, 1101, 0101, 0100,           
1100, 1000, 1001, 1011, 1010, 1110, 0110, 0010 
 The number of changes in component 1, 2, 3, 4 is 4, 3, 4, 4 respectively. 
 Note that the total number of changes is 4 + 3 + 4 + 4 = 15. 
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Exact Calculation of Some Induced Matrix Norms 
 
Ampon Dhamacharoen 
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e-mail: ampon@buu.ac.th 
 
Abstract: This paper will investigate the induced matrix norms of linear operators between 
finite dimensional vector spaces. In the past, the closed form formulas for ||A||pq were known 
for some p, q = 1, 2, ∞, but not for ||A||2∞ and ||A||∞2. The formulas for these two norms and 
for ||A||21 are derived in this paper. The computation of ||A||21, ||A||∞1 and ||A||∞2 are generally 
difficult, since they concern all the combination arrangements of objects. The algorithms 
developed here, can provide the exact numerical value, with the least amount of calculations. 
 
Keywords: Matrix norm; Induced matrix norms; Norm computation. 
 
1. Introduction: 
Let Rn be the vector space of n-tuple of real numbers over a field of real numbers. T:Rn→Rm 
is a linear operator defined by T(x) = Ax, where A = [aij]m×n is a matrix with real entries, and 
x = [x1   x2    . . . xn]T is a vector in Rn written in the matrix form. The matrix p-norm can be 
defined for p > 0 as follows: 
 
    ||T||p  =  

p|| || 1
sup
x =

||T(x)||p       …………………………………..(1) 

If p < 1, the function || ⋅ ||p lacks triangle inequality, and may be called a semi-norm. For 
convenience, we will write ||A|| instead of ||T||. The normed values, when p = 1, 2 or ∞, can be 
calculated through the given formulas below:  

       ||A||1  =   
nj1

max
≤≤

{∑
=

m

1i
ij |a| }     (2) 

       ||A||∞  =  
mi1

max
≤≤

{∑
=

n

1j
ij |a| }     (3) 

      ||A||2  =   λ ,        (4) 
where λ is the largest eigenvalue of A*A. 
 
 These formulas are well known and can be found in most matrix theory or numerical 
analysis text books(e.g. [1]). However, for the other value of p, the closed form formulas of 
the norms are not known. 

Suppose the operator T has been defined according to different normed spaces, i.e., 
from lp to lq, then the induced matrix norm can be defined as follows: 
 
   ||T||pq  =  

p|| || 1
sup

=x
||T(x)||q       …………………………………..(5) 

These norms are a generalization of (1), or (1) can be viewed as a special case of (2) if p = q, 
and therefore, we write ||T||p instead of ||T||pp. In finite dimensional vector space, the 
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supremum is the maximum. The closed form formula for computing the value of norms for p, 
q = 1, 2 and ∞ are known, and are listed below: 
   ||A||1∞  =  

1|| || 1
max

=x
||Ax||∞   =   

1 ,1
max

i m j n≤ ≤ ≤ ≤
{|aij|}     (6) 

   ||A||∞1  =  
|| || 1
max
∞=x

||Ax||1  =   max
jx S∈

{
1 1
| |

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑ }  where S = {-1, 1}  (7) 

       ||A||12  =  
1|| || 1

max
=x

||Ax||2    =   
nj1

max
≤≤

2 1/2

1
( )

m
ij

i
a

=
∑      (8) 

    ||A||21  =  
2|| || 1

max
=x

||Ax||1    =   max
is S∈

{( 2

1 1
( )

n m
i ij

j i
s a

= =
∑ ∑ )1/2}, where S = {-1, 1} (9) 

              ||A||∞2  =  
|| || 1
max
∞=x

||Ax||2   =   max
jx S∈

 [∑ ∑
= =

m

1i

n

1j

2
jij )xa( ]1/2, where S = {-1, 1}     (10) 

      ||A||2∞  =  
2|| || 1

max
=x

||Ax||∞   =  
mi1

max
≤≤

2 1/2

1
( )

n
ij

j
a

=
∑                (11) 

 (6) and (7) appeared in Rohn [2]. (8) and (9) appeared in Drakakis [2], with a different 
form: 
    ||A||21 = max

is S∈
{||sTA||2}   where sT = [s1 s2 . . .  sm], S = {-1, 1},            (12) 

and also (8) was proved in general for 0 < p ≤ 1 ≤ q: 
        ||A||pq  =  

mj1
max
≤≤

{||a.j||q}, 

where a.j is the jth column of A. Drakakis also gave the formula (10) ||A||∞2 = ||AT||12, which 
is incorrect. (10), (11) and (9) are derived here in the next section, using a geometric 
approach. 
 
 Although the formulas are in a closed form, the computation concerning all the 
combination searches is still difficult, since they require huge amount of work [3, 4]. The 
formula (7), (9) and (10) are of this type. In Section 3, we will introduce algorithms for 
computing such values, which will save some energy. 
 
2. Derivation: 
 Although formula (9) was proved in [3], the derivation is somewhat difficult, but also 
motivating and challenging, and so we will redo the proof here using a geometric approach. 
 In a rectangular axis, the graph of the equation ax + by = c is called a line, a plane in 

3-dimensional, and for more than 3-dimensional vector spaces, the graph of 
n

i i
i 1

a x
=
∑  = c will 

be called a hyper-plane. The graph of 
n

2
i

i 1
x

=
∑  = a2 (or ||x||2 = a) is a hyper-sphere center at the 

origin with a radius a, the graph of 
n

i
i 1

| x |
=
∑  = a (or ||x||1 = a) is a hypercube center at the origin 

and vertices on the axis, and the graph of 
1
max
≤ ≤i n

{|xi|} = a (or ||x||∞ = a) is a hypercube center at 

the origin, which faces perpendicular to the axis. The following properties are well known in 
three dimensional space, but these are also true for higher dimensional spaces. 
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1. An n-space hypercube has 2n faces, and 2n corner points (vertices). 

2. A vector perpendicular to the hyperplane ∑
=

n

1i
ii xa  = c is (a1, a2, . . . , an). 

3. The minimum distance from the origin to the hyperplane ∑
=

n

1i
ii xa  = c is 

∑
=

n

1i

2
ia

|c| . The 

minimum point is x = (x1, x2, . . . , xn) when  xj =  
∑
=

n

1i

2
i

j

a

a
c, j = 1, 2, . . . , n. 

 Now we are ready to show the proof of some of the formulas: 
 

Proof of (9):     ||A||21 = max
is S∈

{( 2

1 1
( )

n m
i ij

j i
s a

= =
∑ ∑ )1/2}, where S = {-1, 1}. 

Proof :   By Definition (5) 

        ||A||21  =  
2|| || 1

max
=x

||Ax||1 =  
2|| || 1

max
=x 1 1

| |
m n

ij j
i j

a x
= =
∑ ∑  

Consider   
1 1
| |

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑   =  

1 1

m n
i ij j

i j
s a x

= =
∑ ∑ ,  where si = sign(

1

n
ij j

j
a x

=
∑ ), ……………….(A) 

    =  
1 1

n m
j i ij

j i
x s a

= =
∑ ∑    ……………………..(B) 

Since we do not know the sign of 
1

n
ij j

j
a x

=
∑  in advance, we therefore have to search for the 

maximum of (B) over the set {(s1, s2, . . . , sn)}, where sj ∈ {-1, 1} and ||x||2 = 1. For each (s1, 

s2, . . . , sn) the equation 
1 1

n m
j i ij

j i
x s a

= =
∑ ∑  = C can be viewed as a hyper-plane in the space Rn, and 

||x||2 = 1 is a unit hyper-sphere center at the origin. The tangent point of the plane to the 
sphere is the maximum value of C, which occurs when vector x is perpendicular to the plane. 

Therefore at this point, we have xj = k
1

m
i ij

i
s a

=
∑ , j = 1, 2, . . . , n. Demanding ||x||2 = 1 will yield 

the value of k, so that 

xj = 1

2 1/2

1 1
( ( ) )

m
i ij

i
n m

i ij
j i

s a

s a

=

= =

∑

∑ ∑
, j = 1, 2, . . . , n. 

Substitute in (B), we have C = ∑∑
==

m

1i

2/12
iji

n

1j
))as((  = ||sTA||2. Maximizing these values over the 

set {(s1, s2, . . . , sn)}, where sj ∈ {-1, 1} will yield the maximum, as desired.    �� 
 

Proof of (10):           ||A||∞2  =   max
jx S∈

 [∑ ∑
= =

m

1i

n

1j

2
jij )xa( ]1/2  where S = {-1, 1}. 
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Proof:   By Definition (5) 

       ||A||∞2  = 
|| || 1
max
∞=x

||Ax||2 =  
|| || 1
max
∞=x

2 1/2

1 1
( ( ) )

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑ . 

We claim that the maximum point must lie on one corner of the hypercube ||x||1 = 1, i.e. all 
the components of x must be 1 or -1. To verify this claim, we will proceed to prove that at the 
point z, not on the corner of that hypercube, the maximum is not attained. Let x and y be the 
vectors in Rn, such that all the components are xj, yj ∈ {-1, 1}, so that ||x||∞ = ||y||∞ = 1. 
Let z = λx + (1-λ)y where λ ∈ [0, 1]. We have that ||z||∞ ≤ 1, and 

 2

1 1
( )

m n
ij j

i j
a z

= =
∑ ∑  = 2

1 1
( ( (1 ) )

m n
ij j j

i j
a x y

= =
λ + − λ∑ ∑  

  = 2

1 1 1
( (1 ) )

m n n
ij j ij j

i j j
a x a y

= = =
λ + − λ∑ ∑ ∑  

≤ 2 2

1 1 1
( ( ) (1 )( ) )

m n n
ij j ij j

i j j
a x a y

= = =
λ + − λ∑ ∑ ∑  

=  2 2

1 1 1 1
( ) (1 ) ( )

m n m n
ij j ij j

i j i j
a x a y

= = = =
λ + − λ∑ ∑ ∑ ∑  

The inequality is valid since the square function is convex. Now, suppose that K = 
2

1 1
( )

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑  ≥ 2

1 1
( )

m n
ij j

i j
a y

= =
∑ ∑ , then 

    2

1 1
( )

m n
ij j

i j
a z

= =
∑ ∑  ≤  λK + (1-λ)K = K = 2

1 1
( )

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑ . 

That is, the maximum must be attained at the corner of the unit hypercube. Therefore (10) is 
valid.              �� 
 

Proof of (11):   ||A||2∞  = 
mi1

max
≤≤

2 1/2

1
( )

n
ij

j
a

=
∑ . 

Proof :   By Definition (5) 

        ||A||2∞  = 
2|| || 1

max
=x

||Ax||∞  =  
2|| || 1

max
=x 1

max
i m≤ ≤

{|
1

n
ij j

j
a x

=
∑ |}. 

Consider the hyper-plane 
1

n
ij j

j
a x

=
∑  = Ci, i = 1, 2, . . . , m, |Ci| has a maximum value over the 

unit sphere ||x||2 = 1 at the tangent point, which occurs when vector x is perpendicular to the 

plane. Let xj = 
2 1/2

1
( )

ij
n

ij
j

a

a
=
∑

, j = 1, 2, . . . , n, then we have ||x||2 = 1. If we substitute this value in 

the above expression, we have ||A||2∞  =  
1
max

i m≤ ≤
{ 2 1/2

1
( )

n
ij

j
a

=
∑ }, as desired.     �� 

 
3. Calculation method: 
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 This section introduces the method to compute the exact value of some matrix norms 
which required "all combination searches". (See Dhamacharoen [5]). 
 Firstly, we first introduce the all combination search of n-tuple on the set {0, 1}. For n 
= 3, we have 23 = 8 combinations, which are listed below: 
   000   001   010   011   100   101   110   111    (C) 
This set is a list of the numbers in base two from 000 to 111, which are written in order, and 
which represent "all combinations" of selection of 2 digits into three fixed positions. The 
following set is the same set as shown above, but which have been arranged in a different 
order: 
   000   100   110   010   011   111   101   001    (D) 
In the process of digit changing from left to right, in (C) from 000 to 001, the first position is 
changed, but from 001 to 010 there are two positions changed, and 3 positions changed from 
011 to 100. The total number of positions changed is 11, while in (D) the total number of 
positions changed is 7.  

The above example illustrates the importance of ordering the elements in the set. The 
ordered set in (C) will be called the natural order combination, and for some reason, the 
ordered set in (D) will be called the "e-2 combination #1". 

To generate the e-2 combination #1, begin with the n-tuple of 0's, and then change 1 
position each time, in order to obtain all the combinations. Selecting the position each time is 
important, since all the combinations must be achieved within the least number of operations. 
In order to do this systematically, we will use a sequence called the "e-2 sequence #1", to 
point out which position is to be changed. This is sometimes called the leading sequence, 
since we use it to navigate in order to generate the all combination ordered set. The leading 
sequence for the e-2 combinations #1 is 〈1, 2, 1, 3, 1, 2, 1〉; that is, the position 1, 2, 1, 3, 1, 2, 
1 is to be changed in order. 
 
Definition 1:  The e-2 string sequence #1 is a sequence in the form: 
         P = 〈p1, p2, . . . , pn〉 
where pi is the string generated by the following rule: 
  p1 = 〈1〉  b1 = 〈1〉 
For i = 2, 3, . . . , n; 
  pi = 〈 i, bi-1〉  bi = 〈bi-1, pi〉 
where the notation 〈bi-1, pi〉 is the sequence composed of the elements in the strings bi-1 and pi 
(not the pair of strings bi-1 and pi). 
 The e-2 sequence #1 is the sequence of terms from the e-2 string sequence. 
 
 
 
Theorem 3.1: The e-2 string sequence #1 has some special properties: 
 1.  The string pi has length 2i-1. 
 2.  Let uk be the kth term of the e-2 sequence #1. If k = 2p-1(2q – 1) for some positive 
integers p and q, then 
     uk  =  p.                (13) 
  

3. If n is the number of strings in the e-2 string sequence #1, then the number of 
terms of the e-2 sequence #1 is 2n – 1. 

The proof can be found in [4], and will be omitted here. 
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Definition 2: Let S = {t1, t2}. The ordered set of n-tuple si = (si1, si2, . . . , sin), i = 1, 2, . . . , 
m, where sij ∈ S and m = 2n, is called the e-2 combination. The e-2 combination #1 is the 
ordered set generated by the rule: 
    s1 = (t1, t1, . . . , t1) 
    si+1 = Pi (si), i = 1, . . . , m-1. 
where Pi is the function that changes the component siui, ui ∈ P in definition 1, so that it is the 
other element of S. We also say that the e-2 combination #1 is generated using P as a leading 
sequence. 
 
Theorem 3.2: The e-2 combination #1 is an ordered set of all combinations, with the least 
number of transition changes. 
 
 The proof can be found in [5]. Note that the number of combinations for selecting the 
object from the set of two kinds of elements, which are to be put in n different position, is 2n. 
From constructing the set, we find that the ordered set has 2n elements, and the number of 
changes is 2n – 1, which is the least number of changes. Showing that all the elements are 
different will prove the theorem.  
 
Computation of Norms: 
 In this section, we will describe the algorithm to calculate the value of the norms in 
(7), (9) and (10) using the e-2 combination #1. Since the values are in absolute value, we only 
need to compute half of all the combinations; i.e. the combination of (n-1)-tuple are needed. 
This reduces the number of e-2 combination #1 to be 2n-1, instead of 2n. 

 If, for each k = 1, 2, . . . , 2n-1, we calculate the value of Mi = ∑
=

n

1j
jijsa , i = 1, 2, . . . , m, 

using this formula, the number of multiplications is mn, and the number of additions is m(n – 
1) + m - 1. Then for all k, it will do mn 2n-1 multiplications, and (mn – 1)2n-1 additions. 
 Using the e-2 combination #1, we can compute such value using less effort. In 

computing Mi = ∑
=

n

1j
jijsa for all i, where sj ∈ S, we first generate the e-2 sequence #1 and start 

with the value of  Mi = ∑
=

n

1j
ija . Then for k = 1, 2, . . . , 2n-1 – 1, let j be the kth term of  the 

sequence, then sj = -sj, and we compute as follows: 
                         Mi = Mi + 2sjaij 

i = 1, 2, . . . , m. (The value 2aij can be set prior, in order to avoid repetition of calculation.) 
 Using this method, the number of calculations will be 2mn + m(2n-1 – 1) 
multiplications, and mn – 1 + (2m – 1)(2n-1 – 1) additions. 
 
Now, we calculate (7), (9) and (10) using the e-2 combination #1. 
 
 

Algorithm 1 (For (7)):         ||A||∞1 = max
jx S∈

{
1 1
| |

m n
ij j

i j
a x

= =
∑ ∑ }  where S = {-1, 1}. 
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Given m, n and aij, i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n. Let N = 2n-1. 
1.  Generate the e-2 sequence #1  〈1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 5, . . . , 1 〉 of length 
2n – 1 – 1.  
2.  For j = 1, 2, . . . , n, Let xj = 1. 
3.  Let bij = 2aij, i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n. 

4.  For i = 1, 2, . . . , m, compute  Mi1 = ∑
=

n

1j
ija . 

5.  Compute  sum1 = 1
1
| |

m
i

i
M

=
∑  

6.  For k = 1, 2, 3, . . . , N-1, let uk be the kth term of the sequence in 1; let j = n – uk + 1.   
 6.1  Let xj = -xj 
 6.2  For i = 1, 2, . . . , m 

                    Mik = Mik + xjbij , 

  6.3  Compute  sumk+1 = 
1
| |

m
ik

i
M

=
∑ . 

7.  Let Max = maximum{sum1, sum2, . . . , sumN}. 
 
Then  ||A||∞1 = Max.            � 
 

Algorithm 2 (For (9)):      ||A||21  = max
is S∈

{(∑ ∑
= =

n

1j

2
m

1i
iji )as( )1/2}, where S = {-1, 1}. 

Let N = 2n-1. Given aij, i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n. 
1.  Generate the e-2 sequence #1  〈1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 5, . . . , 1 〉 of length 
2m – 1 – 1.  
2.  For i = 1, 2, . . . , m, Let xi = 1. 
3.  Let bij = 2aij, i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n. 

4.  For j = 1, 2, . . . , n, compute  M1j = ∑
=

m

1i
ija . 

5.  Compute  sum1 = (∑
=

n

1j

2
j1M )1/2 

6.  For k = 1, 2, 3, . . . , N-1, let uk be the kth term of the sequence in 1; let i = n – uk + 1. 
            6.1  Let xi = -xi 
 6.2  For j = 1, 2, . . . , n 

                    Mkj = Mkj + xibij , 

6.3  Compute  sumk+1 = (∑
=

+

n

1j

2
j,1kM )1/2 

7.  Let Max = maximum{sum1, sum2, . . . , sumN}. 
 
Then  ||A||21 = Max.            �� 
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Algorithm 3 (For (10)):    ||A||∞2  =  max
jx S∈

 [∑ ∑
= =

m

1i

n

1j

2
jij )xa( ]1/2  where S = {-1, 1}. 

Let N = 2n-1. Given aij, i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n. 
1.  Generate the e-2 sequence #1  〈1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 5, . . . , 1 〉 of length 
2n – 1 – 1.  
2.  For j = 1, 2, . . . , n, Let xj = 1. 
3.  Let bij = 2aij, i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n. 

4.  For i = 1, 2, . . . , m, compute  Mi1 = ∑
=

n

1j
ija . 

5.  Compute  sum1 = (∑
=

m

1i

2
1iM )1/2 

6.  For k = 1, 2, 3, . . . , N-1, let uk be the kth term of the sequence in 1; let j = n – uk + 1. 
 6.1  Let xj = -xj 
 6.2  For i = 1, 2, . . . , m 

                    Mik = Mik + xjbij , 

6.3  Compute  sumk+1 = (∑
=

+

m

1i

2
1ikM )1/2 

7.  Let Max = maximum{sum1, sum2, . . . , sumN}. 
 
Then  ||A||∞2 = Max.            � 
 
Example: Let A be a 3 × 2 matrix, B a 3×4 matrix, given by: 

   A  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

12
14
31

  B  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−

−

2213
2211
3012

. 

By Algorithm 1.,   ||A||∞1 = 10  ||B||∞1 = 14 
By Algorithm 2.,   ||A||21 = 7.61577  ||B||21 = 9.273619 
By Algorithm 3.,   ||A||∞2 = 5.83095  ||B||∞2 = 10 
 
 
 
4. Conclusion: 
 The induced norms for a matrix of linear transformation between finite dimensional 
spaces were defined, and their computation formulas were derived. The formulas in (10) and 
(11) are believed to have first appeared here in this paper. The formulas (9), (10) and (11) can 
be derived using the concepts of cube, plane and sphere from analytic geometry. 
Computations of some norms are generally difficult, since they involve the all combination 
search. Here, we have generated an ordered set of all the combinations in a special way, so 
that the computation following that set can provide an exact solution, which will require the 
least amount of computation. 
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