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บทที� 1 

บทนํา 

 

ความเป็นมาและความสําคญัของปัญหา 

 สาํหรับแต่ละสับเซตเปิด U  ของ d
ℂ  ปริภูมิ ),(2 αUHL  คือปริภูมิของฟังก์ชนั 

ฮอลอมอร์ฟิกที�ยกกาํลงัสองแลว้สามารถหาปริพนัธ์เทียบกบัเมเชอร์ α  ได ้นั�นคือ  







 ∞<∈= ∫U dzzzfUHfUHL )()()(),(

22 αα  

ซึ� ง ),(2 αUHL  เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert space) และจะมีฟังกช์นัเชิงซอ้น K  บน  UU ×  

ที�สาํหรับแต่ละ ),(2 αUHLF ∈  

dwwwFwzKzF
U

)()(),()( α∫=  

และ      
2 2

( ) ( , )F z K z z F≤  

ซึ� ง ),( zzK  เป็นขอบเขตรายจุด (pointwise bounded) ที�ดีที�สุดสาํหรับทุก ),(2 αUHLF ∈  และ
เรียกฟังกช์นั K  วา่รีโปรดิวซิงเคอร์เนล(reproducing kernel) ของปริภูมิ ),(2 αUHL  สาํหรับ
ปริภูมิฮิลเบิร์ต ),(2 αUHL  ที�ไดรั้บการศึกษากนัอยา่งกวา้งขวางและแพร่หลาย คือ ปริภูมิซีกลั-

บาร์กแมน (Segal-Bargmann space) 2( , )d
tHL µℂ  ซึ� งก็คือ ปริภูมิของฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิกบน 

d
ℂ  ที�ยกกาํลงัสองแลว้สามารถหาปริพนัธ์เทียบกบัเมเชอร์เกาส์ dzet tzd

t

2

)( −−= πµ  เมื�อ 
22

1

2

dzzz ++= ⋯  

ปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนไดรั้บการศึกษาสมบติัต่างๆมากมาย เนื�องจากปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเป็น
ปริภูมิที�มีบทประยกุตใ์นทางฟิสิกส์และทฤษฎีควอนตมั (quantum field theory)  
 ใน ค.ศ. 2003 Carswell, MacCluer และ Schuster ไดศึ้กษาฟังกช์นัประกอบบนปริภูมิ 

ซีกลั-บาร์กแมน สาํหรับแต่ละฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก : d dϕ →ℂ ℂ  ตวัดาํเนินการประกอบ Cϕ

กาํหนดโดย ( )C f fϕ ϕ= �  ทุก ( )2 ,d
tf HL µ∈ ℂ  โดย Carswell, MacCluer และ Schuster 

ศึกษาเงื�อนไขการมีขอบเขตของตวัดาํเนินการประกอบ ϕC   
 ในการวจิยันี#จะศึกษาปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป (generalized Segal-Bargmann 

space) { }22( , ) ( ) ( ) ( )HL f H f z z dzα αµ µ= ∈ < ∞∫ℂℂ ℂ  เมื�อ ,2≥α  ( ) zz c e
α

α αµ −= และ 

( )
1

zc e dz
α

α

−
−= ∫ℂ  ซึ� งพบวา่เมื�อ 2=α  ปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไปก็คือปริภูมิซีกลั-บาร์ก

แมนนั�นเอง  
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โดยจะศึกษาหารีโปรดิวซิงเคอร์เนลของปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป จากนั#นจะนาํไปประยกุต์
เพื�อหาเงื�อนไขสาํหรับการมีขอบเขตของตวัดาํเนินการประกอบ ϕC  บนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิง
ทั�วไป 

 

วตัถุประสงค์ของการวจิัย 

 1. ศึกษาหารีโปรดิวซิงเคอร์เนลบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 
 2. หาเงื�อนไขที�จาํเป็นที�ทาํให้ตวัดาํเนินการประกอบบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป
มีขอบเขต  
 3. หาเงื�อนไขที�เพียงพอที�ทาํใหต้วัดาํเนินการประกอบบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิง
ทั�วไปมีขอบเขต 

 

ประโยชน์ที�คาดว่าจะได้รับ 

 ไดผ้ลสรุปที�เป็นองคค์วามรู้ใหม่ดงันี#  
 1. ทาํใหท้ราบรีโปรดิวซิงเคอร์เนลของปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไปได ้
 2. สามารถหาเงื�อนไขที�จาํเป็นและเงื�อนไขที�เพียงพอที�ทาํใหต้วัดาํเนินการประกอบมี
ขอบเขตบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไปได ้ทาํใหเ้กิดองคค์วามรู้ใหม่ทางคณิตศาสตร์ 
 

ขอบเขตของการวจิัย 

 งานวจิยันี# ศึกษาเงื�อนไขที�จาํเป็นและเงื�อนไขที�เพียงพอที�จะทาํใหต้วัดาํเนินการประกอบ
บนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไปมีขอบเขต 
 

         

          
 



 

 

บทที� 2 

เอกสารและงานวจิยัที�เกี�ยวข้อง 

 
ความรู้พื.นฐาน  

 งานวจิยันี#จะศึกษาเงื�อนไขสาํหรับการมีขอบเขตของฟังกช์นัประกอบบนปริภูมิซีกลั-
บาร์กแมนเชิงทั�วไป ซึ� งเป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต โดยใชส้มบติับางประการของรีโปรดิวซิงเคอร์เนล 
ดงันั#นในบทนี#ผูว้จิยัจะนาํเสนอความรู้พื#นฐานเกี�ยวกบัปริภูมิฮิลเบิร์ต การกระทาํแบบมีขอบเขตบน
ปริภูมิฮิลเบิร์ต ปริภูมิของฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิกที�เมื�อยกกาํลงัสองแลว้สามารถหาปริพนัธ์ได ้

),(2 αUHL   รีโปรดิวซิงเคอร์เนล และปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป  
 
บทนิยาม 2.1. (Wicharn, 2542, p.39) ให ้ X  เป็นปริภูมิเวกเตอร์บนฟีลด ์ F  (เมื�อ F = ℝหรือ

)F = ℂ  ผลคูณภายใน (inner product) บน X  คือ การส่ง FXX →×⋅⋅ :,  ที�สอดคลอ้งกบั 

 1. 0, ≥xx  และ 0, =xx  ก็ต่อเมื�อ 0=x     
 2. xyyx ,, =  สาํหรับทุก Xyx ∈,                        
 3. yxyx ,, αα =  สาํหรับทุก Xyx ∈,  และ F∈α  
 4. zyzxzyx ,,, +=+  สาํหรับทุก Xzyx ∈,,  
 
ประพจน์ 2.2 (Wicharn, 2542, p.39) ให ้ X  เป็นปริภูมิผลคูณภายใน (inner product space) ดงันั#น 

  1. 0,00, == xx  สาํหรับทุก Xx∈  
  2. yxyx ,, αα = สาํหรับทุก Xyx ∈, และ F∈α  
  3. zxyxzyx ,,, +=+ สาํหรับทุก Fzyx ∈,,  
  

นิยาม 2.3 (Wicharn, 2542, p.2) ให ้ X  เป็นปริภูมิเวกเตอร์ ฟังกช์นั [ )∞⋅ ,0: ֏X  เรียกวา่นอร์ม 
(norm) บน X  ถา้ 

 1. 0=x ก็ต่อเมื�อ 0=x  

 2. xccx = สาํหรับทุก Xx∈ และ Fc∈  

 3. yxyx +≤+ สาํหรับทุก Xyx ∈,   
ปริภูมิเวกเตอร์ (vector space) ที�ประกอบดว้ยนอร์ม เรียกวา่ปริภูมิเชิงเส้นนอร์ม (normed linear 
space) หรือปริภูมินอร์ม (normed space) 
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นิยาม 2.4 (Wicharn, 2542, p.24) ให ้ X  และ Y  เป็นปริภูมิเวกเตอร์ ตวัดาํเนินการเชิงเส้น (linear 
operator)  T  จาก X  ไปสู่ Y  คือฟังกช์นั YXT →:  ที�ซึ� ง 

              1. )()()( yTxTyxT +=+  สาํหรับทุก Xyx ∈,  และ 
              2. )()( xcTcxT =  สาํหรับแต่ละ Xx∈  และ Fc∈  
 
นิยาม 2.5 (Wicharn, 2542, p.24) ให ้ X  และ Y  เป็นปริภูมิเชิงเส้นนอร์ม และ YXT →:  เป็น
ตวัดาํเนินการเชิงเส้น จะกล่าววา่ T  เป็นตวัดาํเนินการเชิงเส้นมีขอบเขตถา้มี 0≥M  ที�ทาํให ้

xMxT ≤)(  สาํหรับแต่ละ Xx∈  

 
ประพจน์ 2.6 (Wicharn, 2542, p.25) ให ้ { }0≠X  เป็นปริภูมิเชิงเส้นนอร์ม และ YXT →:  เป็น
ตวัดาํเนินการเชิงเส้น ดงันั#น 

)(sup)(sup
)(

sup
110

xTxT
x

xT
T

xxx ≤=≠
===  

 

นิยาม 2.7 (Wicharn, 2542, p.40) ให ้ X  เป็นปริภูมิผลคูณภายใน สาํหรับทุก Xx∈  กาํหนดให้ 
xxx ,=  

จะไดว้า่ ( ),X ⋅  เป็นปริภูมิเชิงเส้นนอร์ม (normed linear space) 

 

นิยาม 2.8 (Promislow, 2008, p.76) ปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert spaces) คือปริภูมิผลคูณภายในบริบูรณ์ 
 

นิยาม 2.9 (Wicharn, 2542, p.43) ให ้V  เป็นปริภูมิผลคูณภายใน 

 1. Vvu ∈,  ตั#งฉากกนั (orthogonal) ถา้ 0, =vu  และเขียนไดว้า่ vu ⊥  

 2. ถา้ Vx∈  ตั#งฉากกบัทุกสมาชิกบนเซตยอ่ย W  ของ V  ดงันั#นจะกล่าววา่ x  
ตั#งฉากกบั W  และเขียนไดว้า่ Wx ⊥  

 3. ถา้ WU,  เป็นเซตยอ่ยของ V  และ  wu ⊥  สาํหรับทุก Uu∈  และทุก Ww∈  จะ
กล่าววา่ U ตั#งฉากกบั W  และเขียนไดว้า่ WU ⊥  

             4. เซตของทุก Vx∈  ที�ตั#งฉากกบั W  เขียนแทนดว้ย ⊥W  เรียกวา่ส่วนเติมเตม็เชิงตั#งฉาก 
(orthogonal complement) ของ  W  

{ }WxVxW ⊥∈=⊥  
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นิยาม 2.10 (Wicharn, 2542, p.59) กาํหนดเซตไม่วา่ง { }AuO ∈= αα  เป็นสับเซตของปริภูมิผล
คูณภายใน จะเรียกวา่เซตเชิงตั#งฉาก (orthogonal set) ถา้ βα uu ⊥ สาํหรับทุก βα ≠ ใน  A  

และ ถา้แต่ละ αu  มีนอร์มเป็น 1 เราจะเรียกเซต O  วา่เซตเชิงตั#งฉากปรกติ (orthonormal set) นั�น
คือ เซต O  เป็นเซตเชิงตั#งฉากปรกติก็ต่อเมื�อ αββα δ=uu ,  สาํหรับแต่ละ A∈βα,  เมื�อ  αβδ

เป็น Kronecker’s delta function 

 

นิยาม 2.11 (Wicharn, 2542, p.64) เซตเชิงตั#งฉากที�ใหญ่ที�สุด (maximal orthogonal set) ในปริภูมิ
ผลคูณภายใน V  เรียกวา่ ฐานหลกัเชิงตั#งฉากปรกติ (orthonormal basis) ของ V  หรือ เซตเชิงตั#ง
ฉากปรกติบริบูรณ์ (complete orthonormal set) ของ V   

 

นิยาม 2.12 (Wicharn, 2542, p.56) ให ้ M เป็นปริภูมิยอ่ยปิด (closed subspace) จะไดว้า่ สาํหรับทุก 
Hx∈ สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูป  

zyx += เมื�อ My∈ และ ⊥∈ Mz  

ไดเ้พียงแบบเดียวเท่านั#น จะเรียก y วา่ภาพฉาย (projection) ของ x บน M  

และตวัดาํเนินการ MP  นิยามโดย yxPM =)(  เรียกวา่ ภาพฉายเชิงตั#งฉาก (orthogonal projection) 
ของ x  บน M  เรียก M  วา่ปริภูมิยอ่ยของภาพฉาย (subspace of the projection) MP   

 
ทฤษฎบีท 2.13 (Wicharn, 2542, p.57) ถา้ M  เป็นปริภูมิยอ่ยปิดของปริภูมิฮิลเบิร์ต H  ดงันั#นภาพ
ฉายเชิงตั#งฉาก HHPM →:  เป็นตวัดาํเนินการเชิงเส้นมีขอบเขต (bounded linear operator) และ 

1=MP  ถา้ { }0≠M  นอกจากนั#น im MP M=  และ ⊥= MPMker  

 

ประพจน์ 2.14 (Wicharn, 2542, p.64) ให ้ E  เป็นเซตเชิงตั#งฉากปรกติใน V  ดงันั#นแต่ละขอ้
ต่อไปนี#สมมูลกนั 

 1. E  เป็นฐานหลกัเชิงตั#งฉากปรกติของ V   

 2. { }0=⊥E  

 3. สาํหรับทุก Vv∈  ถา้ 0, =xv  สาํหรับแต่ละ Ex∈  แลว้ 0=v  

             4. VspanE =  
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ทฤษฎบีท 2.15 (Wicharn, 2542, p.50) ให ้ A  เป็นตวัดาํเนินการเชิงเส้นมีขอบเขต (bounded linear 
operator) บนปริภูมิฮิลเบิร์ต H  แลว้จะมีตวัดาํเนินการเชิงเส้นมีขอบเขต ∗A  เพียงหนึ�งเดียวบน 
H  ที�สอดคลอ้งกบั 

yAxyAx ∗= ,,  สาํหรับทุก Hyx ∈,  

 

นิยาม 2.16 (Wicharn, 2542, p.51) ให ้ A  เป็นตวัดาํเนินการเชิงเส้นมีขอบเขตบนปริภูมิฮิลเบิร์ต H  
ดงันั#นจะเรียกตวัดาํเนินการเชิงเส้นมีขอบเขต ∗A  ที�นิยามในทฤษฎีบท 2.15 วา่ตวัผกูพนั (adjoint) 
ของ A  

 

ทฤษฎบีท 2.17 (Wicharn, 2542, pp.51-52) ให ้ A  และ B  เป็นตวัดาํเนินการเชิงเส้นมีขอบเขตบน
ปริภูมิฮิลเบิร์ต H  ดงันั#น 

             1. AA =∗∗  

             2. AA =∗  

             3. ∗∗∗ +=+ BABA βαβα )(  สาํหรับทุก F∈βα,  

             4. ∗∗∗ = ABAB)(  

             5. 2
AAA =∗  

             6. ถา้ A  หาตวัผกผนัได ้แลว้ ∗A  หาตวัผกผนัไดด้ว้ยและ ∗−−∗ = )()( 11 AA  

 

นิยาม 2.18 (Wicharn, 2542, p.90) ให ้ X และ Y  เป็นปริภูมินอร์มเชิงเส้น และ YXT →: เป็น
ฟังกช์นั กราฟของ T  นิยามโดย  

{ } YXXxTxxT ×⊆∈= |),()(ς  
 

บทตั.ง 2.19 (Wicharn, 2542, p.90) ให ้ X และ Y  เป็นปริภูมินอร์มเชิงเส้น และ YXT →: เป็น
ตวัดาํเนินการเชิงเส้น จะกล่าววา่ T มีกราฟปิด ก็ต่อเมื�อ สาํหรับทุกลาํดบั ( )nx  ใน X ถา้ xxn →  
และ yTxn →  แลว้ Txy =  
 

ทฤษฎบีท 2.20 (Wicharn, 2542, p.90) ให ้ X  และ Y  เป็นปริภูมิบานาคและ YXT →:  เป็นตวั
ดาํเนินการเชิงเส้น จะกล่าววา่ T  มีขอบเขต ก็ต่อเมื�อ T  มีกราฟปิด 
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นิยาม 2.21 (Royden, 1963, p.123) ให ้ ),( ⋅X  เป็นปริภูมินอร์มเชิงเส้น ดงันั#นลาํดบั { }nx  บน X

จะเรียกวา่ลู่เขา้สู่ x ก็ต่อเมื�อ xxn →  บน X นั�นคือ 0>∀ε  N∃  ที�ทาํให ้ ε<− xxn  ทุก 

Nn ≥  
 

นิยาม 2.22 (Wicharn, 2542, p.106) ให ้ X  เป็นปริภูมินอร์มเชิงเส้น ทอพอโลยอ่ีอนบน X  นิยาม
โดย ),( ∗XXσ  คือทอพอโลยอ่ีอนบน X  ที�สร้างโดย ∗X  กล่าวคือเป็นทอพอโลยทีี�เล็กที�สุดบน 
X  ที�ทาํใหทุ้ก ∗∈ Xf  ต่อเนื�อง 

 
ทฤษฎบีท 2.23 (Wicharn, 2542, p.107) ให ้ X  เป็นปริภูมินอร์มเชิงเส้น จะกล่าววา่ { }nx  ใน X  ลู่
เขา้แบบอ่อน (converges weakly) สู่ Xx∈  ถา้ { }nx  ลู่เขา้สู่ x  ในทอพอโลยอ่ีอนบน X  เรียก x  

วา่ขีดจาํกดัอ่อน (weak limit) ของ{ }nx  และเขียนแทนดว้ย xx
w

n →   
 

ทฤษฎบีท 2.24 (Wicharn, 2542, p.108) ให ้{ }nx  เป็นลาํดบัในปริภูมินอร์มเชิงเส้น X  ดงันั#น  
 1 ถา้ { }nx  ลู่เขา้แบบนอร์ม (norm convergence) สู่ x  แลว้ { }nx  ลู่เขา้แบบอ่อน (weak 
convergence) สู่ x เหมือนกนั 
 2 ถา้ X  มีมิตติจาํกดั แลว้ ถา้ { }nx  ลู่เขา้แบบอ่อน แลว้ { }nx  ลู่เขา้แบบนอร์ม 

 

นิยาม 2.25 (Mark & Athanasios, 2003, p.37) ให ้ )(zf  เป็นฟังกช์นัเชิงซอ้น จะเรียก )(zf  วา่
ฟังกช์นัวเิคราะห์ (analytic function) ที�จุด 0z  ถา้ )(zf  หาอนุพนัธ์ไดใ้นยา่นใกลเ้คียง 0z  และจะ
เรียกวา่ฟังกช์นัวเิคราะห์ในบริเวณ ถา้ )(zf  เป็นฟังกช์นัวเิคราะห์ที�ทุกจุดในบริเวณ 
 
นิยาม 2.26 (Brian, 1998, p.1) ให ้U  เป็นเซตเปิดไม่วา่งใน ℂ  นิยาม )(UH  คือปริภูมิของ
ฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก (holomorphic function) บน  U  
 
นิยาม 2.27 (Brian, 1998, p.2) ให ้ ),(2 αUHL  เป็นปริภูมิของฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก 2L เทียบกบัเม
เชอร์ α นั�นคือ 







 ∞<∈= ∫U dzzzFUHFUHL )()()(),(

22 αα  
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นิยาม 2.28 (Brian, 1998, p.9) ปริภูมิซีกลั-บาร์กแมน (Segal-Bargmann Spaces) คือปริภูมิ
ฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก 

2( , ),dHL µℂ  
เมื�อ 

2

( ) ( ) zdz eµ π −−=  
ในที�นี#  22

1

2

dzzz ++= ⋯   

 

นิยาม 2.29 (Benchawan, 2000, p.4) ปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป (Generalize Segal-Bargmann 
Spaces) คือปริภูมิฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก 2L  

2( , ),dHL αµℂ  

เมื�อ 

( ) zz c e
α

α αµ −=  

และ ( )
1

zc e dz
α

α

−
−= ∫ℂ  เมื�อ  2≥α  

                                                     
ทฤษฎบีท 2.30 (Brian, 1998, p.3) ให ้ ),(2 αUHL  เป็นปริภูมิของฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก 2L  ที�
พิจารณาเทียบกบัเมเชอร์ α  ดงันั#น จะมีฟังกช์นัรีโปรดิวซิงเคอร์เนล (reproducing kernel) 

UwzwzK ∈,),,(  ที�มีสมบติัต่อไปนี#  
 1. ),( wzK  เป็นฮอลอมอร์ฟิกใน z  และเป็นแอนติฮอลอมอร์ฟิก (anti-holomorphic) 
ใน w  และสอดคลอ้งกบั 

),(),( wzKzwK =  
 2. สาํหรับทุก ),(, wzKUz ∈  หาปริพนัธ์กาํลงัสองเทียบ )(wdα  ได ้และสาํหรับทุก  

),(2 αUHLF ∈  

∫=
U

dwwwFwzKzF )()(),()( α  

 3. ถา้ ),(2 αULF ∈  ให ้ PF  คือภาพฉายเชิงตั#งฉาก (orthogonal projection) ของ F  
บนปริภูมิยอ่ยปิด ),(2 αUHL  ดงันั#น 

∫=
U

dwwwFwzKzPF )()(),()( α  

 4. สาํหรับทุก ,, Uuz ∈  

∫ =
U

uzKdwwuwKwzK ),()(),(),( α  
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 5. สาํหรับทุก ,Uz ∈  
22

),()( FzzKzF ≤  

เมื�อ ),( zzK  เป็นค่าคงที�ที�เหมาะที�สุดสาํหรับทุก Uz ∈  และมี ),(2 αUHLFz ∈  ที�ไม่เป็นศูนยที์�
ทาํใหเ้กิดภาวะเท่ากนั 

 6. กาํหนด Uz ∈  ถา้ ),()( 2 αφ UHLz ∈⋅  สอดคลอ้งกบั 

∫=
U z dwwwFwzF )()()()( αφ  

สาํหรับทุก ),(2 αUHLF ∈  ดงันั#น  ),()( wzKwz =φ  

 

ทฤษฎบีท 2.31 (Brian, 1998, p.5) ให ้{ }je  เป็นฐานหลกัเชิงตั#งฉากปรกติของ ),(2 αUHL  ดงันั#น 
สาํหรับทุก Uwz ∈,  

∞<∑
j

jj weze )()(  

และ 

∑=
j

jj wezewzK )()(),(  

 
บทตั.ง 2.32 (อาํพล ธรรมเจริญ, 2551, หนา้ 191-192)ปริพนัธ์สองชั#นเมื�อเปลี�ยนจากระบบแกนพิกดั 
xy  ไปสู่ระบบแกนพิกดั uv  จะไดป้ริพนัธ์เป็น 

∫∫ ∫∫
′

=
R R

dudvvuJvugvufHdxdyyxH ),()),(),,((),(  

เมื�อ R  เป็นบริเวณในระบบแกนพิกดั xy  และ R′  เป็นบริเวณในระบบแกนพิกดั uv  

และจาโคเบียน 

v

g

u

g
v

f

u

f

vu

gf
vuJ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

=
),(
),(

),(  

 

นิยาม 2.33 (Royden, 1963, p.70) ให้ A เป็นเซตใดๆ นิยามฟังกช์นัลกัษณะเฉพาะ (characteristic 
function) Aχ ของเซต A กาํหนดโดย 





=
0

1
)(xAχ

Ax

Ax

∉

∈

,

,
 

 

นิยาม 2.34 (Royden, 1963, p.77) เรียกการรวมเชิงเส้น (linear combination) ∑
=

=
n

i
Ei xax

i
1

)()( χϕ

วา่ ฟังกช์นัเชิงเดียว (simple function) ถา้เซต iE หาเมเชอร์ได ้
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ทฤษฎบีท 3.35 (Wicharn, 2542, p.24) ถา้ [ ]: 0,f X → ∞  เป็นฟังกช์นัหาเมเชอร์ได ้ดงันั#นจะมี
ลาํดบัของฟังกช์นัเชิงเดียว (simple function) { }ns  ที� 1 20 s s f≤ ≤ ≤ ≤⋯  และ ns  ลู่เขา้สู่ f  
แบบรายจุด ยิ�งไปกวา่นั#น ถา้ f  มีขอบเขตแลว้จะสามารถเลือก ns  ที�ลู่เขา้สู่ f  แบบเอกรูปได ้

 

ทฤษฎบีท 3.36 (Wicharn, 2542, p.31) ให ้{ }nf  เป็นลาํดบัของฟังกช์นัหาเมเชอร์ไดบ้น X  และ
สอดคลอ้งกบั 

 1.  1 20 ( ) ( )f x f x≤ ≤ ≤ ≤ ∞⋯  สาํหรับทุก x X∈   
 2. lim ( ) ( )nn

f x f x
→∞

=  สาํหรับแต่ละ x X∈  

ดงันั#น lim nX Xn
f d fdµ µ

→∞
=∫ ∫   

 
นิยาม 2.37 (Wicharn, 2542, p.35) ให ้ :f X →ℂ  เป็นฟังกช์นัหาเมเชอร์ไดเ้ชิงซอ้น จะกล่าววา่ 
f  หาปริพนัธ์ได ้(integrable) ถา้ 

X
f dµ < ∞∫   

 
นิยาม 2.38 (Carswell, MacCluer, & Schuster, 2003, p.2) สาํหรับแต่ละฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก 

: d dϕ →ℂ ℂ  ตวัดาํเนินการประกอบ (Composition operator) บนปริภูมิ 2( , )d
tHL µℂ  คือ

ฟังกช์นั 2 2: ( , ) ( , )d d
t tC HL HLϕ µ µ→ℂ ℂ  กาํหนดโดย ϕϕ �ffC =)(  สาํหรับทุก 

2( , )d
tf HL µ∈ ℂ  

 

แต่สาํหรับงานวจิยันี# จะศึกษาปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป โดยจะหาเงื�อนไขที�ทาํให้ตวั
ดาํเนินการประกอบมีขอบเขต



 

 

บทที� 3 

วธีิดาํเนินการวจิยั 
 
ในการนิยามการมีขอบเขตของตวัดาํเนินการประกอบบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไปนั#น ผูว้จิยั
ไดด้าํเนินการตามขั#นตอนดงันี#  
 1. ศึกษางานวจิยัที�เกี�ยวขอ้ง 
 2. ศึกษารีโปรดิวซิงเคอร์เนลสาํหรับปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 
 3. ศึกษาสมบติัการมีขอบเขตของตวัดาํเนินการประกอบบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิง
ทั�วไป 
 ซึ� งในแต่ละขั#นตอน ผูว้จิยัไดส้ร้างขอ้คาดเดา (Conjecture) ที�คาดวา่จะเป็นจริง และหา
แนวทางในการพิสูจน์เพื�อแสดงวา่ขอ้คาดเดาเป็นจริง 
 

ศึกษางานวจิัยที�เกี�ยวข้อง 

 ในการทาํวจิยัครั# งนี#  ผูว้จิยัไดศึ้กษาจากเอกสารและงานวจิยัต่างๆ ซึ� งไดอ้า้งอิงใหเ้ห็น
บางส่วน 
 1. Holomorphic Methods in Analysis and Mathematical Physic(Brian, 1998, pp.1-10) 
 2. Complex variables and applications (Brown & Churchill, 2004, pp.33-35) 
 3. Weighted composition operator on the Fock space (Ueki, 2007, pp.1405-1410) 
 4. A first course in functional analysis (Promislow, 2008, pp.11-58) 
 5. Certain properties of the domains of multiplication and differentiation operations on 
a Generalized Segal-Bargmann space (Benchawan, 2000, pp.1-19) 
 งานวจิยัในหวัขอ้นี#  ผูว้จิยัจะใชใ้นการศึกษาปริภูมิซีกลั-บาร์กแมน ปริภูมิซีกลั-บาร์กแมน
เชิงทั�วไป การนิยามเคอร์แนลบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมน สมบติัต่าง ๆ ของเคอร์แนล ลกัษณะของตวั
ดาํเนินการประกอบและการนาํไปใช ้สมบติัการมีขอบเขต ศึกษาความสัมพนัธ์ต่าง ๆ ที�เกี�ยวกบั
นิยามของปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป เคอร์แนล ตวัดาํเนินการประกอบ และการมีขอบเขต 
ศึกษาความสัมพนัธ์ระหวา่งปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป เคอร์แนล ตวัดาํเนินการประกอบ และ
การมีขอบเขต รวมทั#งศึกษาแนวทางการพิสูจน์ต่าง ๆ ทั#งนี# เพื�อผูว้ิจยัจะใชเ้ป็นขอ้คาดเดาใน
การศึกษาบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไปต่อไป 
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ศึกษารีโปรดิวซิงเคอร์แนลสําหรับปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป  
 ศึกษางานวจิยัเบื#องตน้เกี�ยวกบัรีโปรดิวซิงเคอร์แนลบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมน แลว้นาํมา
ประยกุตเ์พื�อหารีโปรดิวซิงเคอร์แนลบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป แลว้นาํไปใชใ้นการศึกษา
หาเงื�อนไขของการมีขอบเขตของตวัดาํเนินการประกอบบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 

 

ศึกษาสมบัติการมขีอบเขตของตัวดําเนินการประกอบ 
 ในการศึกษาสมบติัการมีขอบเขตของตวัดาํเนินการประกอบบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมน
เชิงทั�วไปนั#น ผูว้จิยัจะแบ่งการศึกษาออกเป็น 2 ส่วนดว้ยกนั ดงันี#  
  1. ศึกษาสมบติัต่าง ๆ ของสมาชิกในปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 
 2. ศึกษาเงื�อนไขที�ทาํใหต้วัดาํเนินการประกอบมีขอบเขตบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิง
ทั�วไป 



 

 

บทที� 4 

ผลการวจิยั 

 
 ในบทนี#ผูว้จิยัจะศึกษาหาเงื�อนไขที�จาํเป็นและเพียงพอสาํหรับการมีขอบเขตของตวั
ดาํเนินการประกอบบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 

1. ปริภูมซีิกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 
 ในส่วนนี#ผูว้จิยัจะศึกษาปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไปและแสดงการคาํนวณหา 
รีโปรดิวซิงเคอร์เนล (reproducing kernel) ของปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 
 
นิยาม 4.1 ปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป คือปริภูมิของฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิกบน ℂ  ที�ยกกาํลงั

สองแลว้สามารถหาปริพนัธ์เทียบกบัเมเชอร์ αµ  ได ้เมื�อ ( ) zz c e
α

α αµ −=  เขียนแทนดว้ย 
2( , )HL αµℂ  ดงันั#น 

{ }22( , ) ( ) ( ) ( )HL f H f z z dzα αµ µ= ∈ < ∞∫ℂℂ ℂ  

เมื�อ ( )
1

zc e dz
α

α

−
−= ∫ℂ  และ 2α ≥    

 

ข้อสังเกต 
2

2
cα

α

π
α

=
 Γ 
 

 เมื�อ 2α ≥  

 

พสูิจน์ จาก ( )
1

zc e dz
α

α

−
−= ∫ℂ  

จะไดว้า่ ( )
1

zc e dz
α

α

−
−= ∫ℂ  

 ( )
12

0 0

re rd dr
απ

θ
−∞ −= ∫ ∫   

 ( )
1

0
2 re rdr

α

π
−∞ −= ∫   

 
( )

1

( 1)0
2 r

d r
e r

r

α
α

απ
α

−

∞ −
−

 
 =
 
 

∫   

 
1

2
1

0

2
( )rr e d r

αα
ααπ

α

−
 −∞   − 

 
=  
 
 

∫   
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1

2 2
2

2

π α
α α π

α

−
  

= Γ =       Γ 
 

                                                                             

ดงันั#น 
2

2
cα

α

π
α

=
 Γ 
 

                                                                                                                  □   

  

ทฤษฎบีท 4.2 เซต { }
0

n

n
z

∞

=
 เป็นฐานหลกัเชิงตั#งฉาก (orthogonal basis) ของปริภูมิซีกลั-บาร์กแมน

เชิงทั�วไป และมีรีโปรดิวซิงเคอร์เนลของปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป คือ 

0

2 ( )
( , )

2
( 1)

n

n

zw
K z w

n
α

α

∞

=

 
= Γ     Γ + 

 

∑   

เมื�อ ,z w∈ℂ   
 

พสูิจน์ จาก      ,j k j kz z z z d αµ= ∫ℂ   

                                                   
2

2

zj kz z e dz
αα

π
α

−=
 Γ 
 

∫ℂ   

                                                   
2

0 02
2

j ij k ik rr e r e e rd dr
απ θ θα

θ
π

α

∞ − −=
 Γ 
 

∫ ∫     

                                                   
21 ( )

0 02
2

j k r i j kr e dr e d
α π θα

θ
π

α

∞ + + − +=
 Γ 
 

∫ ∫    

ถา้ � ≠ � จะไดว้า่ 

                            
2( )

1

0
0

,
2 ( )2

i j k
j k j k r e

z z r e dr
i j k

α

πθ

θ

α

π
α

+∞ + + −

=

 
=  +   Γ 

 

∫     

                                            0=     
ถา้ � = � จะไดว้า่ 

                            2 1

0
, 2

2
2

j k k rz z r e dr
αα

π
π

α

∞ + −=
 Γ 
 

∫     

                                                   
( )2 1

102
k r

d r
r e

r

α
α

α

α
α

α

∞ + −
−=

 Γ 
 

∫    



15 

 

                                                   ( )2 1 1

0

1
2

k rr e r d r
α α α

α

∞ + − −=
 Γ 
 

∫      

                                                   ( )
2( 1)

1

0

1
2

k
re r d r
α α

αα

α

+ −∞  −  =
 Γ 
 

∫    

                                                   
1 2( 1)

0
2

k

α
α

+ 
= Γ ≠    Γ 

 

   

ดงันั#น { }
0

n

n
z

∞

=
 เป็นเซตเชิงตั#งฉาก 

และจาก 2( , )f HL αµ∈ ℂ  เป็นฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก ดงันั#นสามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูป 

0

( ) n
n

n

f z a z
∞

=

=∑   

ดงันั#น { }
0

n

n
z

∞

=
 เป็นฐานหลกัเชิงตั#งฉากของปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป สาํหรับทุก 

{ }0n∈ ∪ℕ   
จาก                          

2 2

2
2

zn nz z e dz
αα

π
α

−=
 Γ 
 

∫ℂ  

           
2

2

zn nz z e dz
αα

π
α

−=
 Γ 
 

∫ℂ   

                                                             

2
( 1)

2

n
α

α

 Γ + 
 =

 Γ 
 

  

ดงันั#น 

0

2

2
( 1)

n

n

z
n

α

α

∞

=

  Γ    
 

  Γ +    

 เป็นฐานหลกัเชิงตั#งฉากปกติ (orthonormal basis) ของปริภูมิซี

กลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 

 ต่อไปจะหารีโปรดิวซิงเคอร์เนลของปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 

0

2 2

( , )
2 2

( 1) ( 1)

n n

n

K z w z w
n n

α α

α α

∞

=

   Γ Γ   
   =

   Γ + Γ +   
   

∑   
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0

2 ( )
2

( 1)

n

n

zw

n
α

α

∞

=

 
= Γ     Γ + 

 

∑                                                          □                               

                                                                                                                                            

นิยาม 4.3 สาํหรับทุก w∈ℂ  นิยามให ้ wk  คือฟังกช์นัจาก ℂ  ไป ℂ  ที�กาํหนดโดย 

0

2 ( )
( ) ( , )

2
( 1)

n

w
n

zw
k z K z w

n
α

α

∞

=

 
= = Γ     Γ + 

 

∑  

 

2. ตัวดําเนินการประกอบบนปริภูมซีิกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 
 ในส่วนนี#ผูว้จิยัจะศึกษาถึงเงื�อนไขที�จาํเป็นและเงื�อนไขที�เพียงพอที�ทาํใหต้วัดาํเนินการ
ประกอบมีขอบเขตบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป พร้อมทั#งแสดงวธีิพิสูจน์ ซึ� งจะใชบ้ทตั#ง
ต่อไปนี# ช่วยในการพิสูจน์ทฤษฎีบทดงักล่าว 

 
บทตั.ง 4.4 ให ้ϕ  เป็นฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิกบน ℂ  และ Cϕ  เป็นตวัดาํเนินการประกอบบนปริภูมิ 
ซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป จะไดว้า่ ( )( )w wC k kϕ ϕ

∗ =   
 

พสูิจน์ ให ้ 2( , )g HL αµ∈ ℂ  จะไดว้า่ 
                , ( ) ,w wg C k C g kϕ ϕ

∗ =  

( ) ( )wc C g z k z dα ϕ µ= ∫ℂ     

( )( ) ( ) z
zc g z k w e dz

α

α ϕ −= ∫ℂ �    

( ( )) ( , ) zc g z K w z e dz
α

α ϕ −= ∫ℂ  

( ( ))c g wα ϕ=   

( ) ( ( ), ) zc g z K w z e dz
α

α ϕ −= ∫ℂ                                       

( ) ( ( ))zc g z k w dα ϕ µ= ∫ℂ   

( )( ) ( )wc g z k z dα ϕ µ= ∫ℂ                                           

( ), wg kϕ=                                                                                   

ดงันั#น ( )( )w wC k kϕ ϕ
∗ =                                                                                                                                      □                                               
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ทฤษฎบีท 4.5 ให ้ :ϕ →ℂ ℂ  เป็นฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก ถา้ Cϕ  มีขอบเขตบน 2( , )HL αµℂ  
แลว้ ( )z az bϕ = +  เมื�อ ,a b∈ℂ  และ 1a ≤   
 
พสูิจน์ ให ้ Cϕ  มีขอบเขตบน 2( , )HL αµℂ  จะไดว้า่ 

                

2

0

( )

2

0

( )

2
( 1)( )

sup sup sup

2
( 1)

n

n

w w

n
w w ww w

n

w

nC k k
C

k k w

n

ϕ ϕ
ϕ

ϕ

α

α

∞

=
∗

∗

∞∈ ∈ ∈

=

 Γ + 
 = = = < ∞

 Γ + 
 

∑

∑
ℂ ℂ ℂ

                    (1) 

จากสมการที� 1 จะไดว้า่ ( )w wϕ ≤  เมื�อ n  มากพอ  
ดงันั#น                                               

                                                                                        

( )
limsup 1

w

w

w

ϕ

→∞
≤                                                       (2) 

จาก 
0

( ) n
n

n

w a wϕ
∞

=

=∑  จะไดว้า่ 0n
na w =  เมื�อ 2n ≥   

ดงันั#น ( )z az bϕ = +  
ต่อไปสมมติให ้ 1a >  เลือก 1,ζ ζ= ∈ℂ    
ให ้ , 0w t tζ= >  ในสมการที� (2) และให ้ t →∞  จะไดว้า่ 

( )
limsup limsup

t t

t at b

t t

ϕ ζ ζ

ζ ζ→∞ →∞

+
=               

lim
t

at b

t

ζ
ζ→∞

+
≥   

lim
t

at b

t t

ζ
ζ ζ→∞

 
≥ − 

 
                                             

lim lim
t t

b
a

tζ→∞ →∞
= −   

1a= >   

เกิดขอ้ขดัแยง้ ดงันั#น 1a ≤                                                                                                             □   

 

 ส่วนในทางกลบักนั เป็นเงื�อนไขที�จะทาํใหต้วัดาํเนินการประกอบมีขอบเขต ซึ� งจะใช้
ทฤษฎีบทกราฟปิด (closed graph theorem) มาช่วยในการพิสูจน์ 
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บทตั.ง 4.6 ให ้ 2( , )f HL αµ∈ ℂ  จะไดว้า่  
2 2

( ) ( )f z d f z b dα αµ µ= +∫ ∫ℂ ℂ

 

 

พสูิจน์ ให ้
2( , )f HL αµ∈ ℂ  จาก ( ) ( )A A bµ µ= +  ทุก b∈ℂ  และ A  เป็นเซตหาเมเชอร์ได ้ 

จะไดว้า่ 
( ) ( )A A bz d z dα αχ µ χ µ+=∫ ∫ℂ ℂ

 

( )A z b d αχ µ= +∫ℂ   

ให ้
1

( ) ( )
i

n

i A
i

g z a zχ
=

=∑  เป็นฟังกช์นัเชิงเดียว (simple function) ดงันั#น 

1

( ) ( )
i

n

i A
i

g z d a z dα αµ χ µ
=

= ∑∫ ∫ℂ ℂ

 

1

( )
i

n

i A
i

a z b d αχ µ
=

= +∑∫ℂ  

( )g z b d αµ= +∫ℂ  

โดยทฤษฎีบท 2.35 ทุก 
2( , )f HL αµ∈ ℂ  จะมีลาํดบัของฟังกช์นัเชิงเดียว ng  ที� 

2
( ) lim ( )nn

f z g z
→∞

=   ดงันั#น 

2
( ) lim ( )nn

f z d g z dα αµ µ
→∞

=∫ ∫ℂ ℂ

 

lim ( )nn
g z b d αµ→∞

= +∫ℂ   

2
( )f z b d αµ= +∫ℂ                                                         □   

 

ทฤษฎบีท 4.7 ถา้ ( )z az bϕ = +  เมื�อ ,a b∈ℂ  และ 1a ≤  แลว้ Cϕ  มีขอบเขตบน 
2( , )HL αµℂ  

 

พสูิจน์ จะแสดงวา่ ( )C fϕ  เป็นสมาชิกในปริภูมิ 2( , )HL αµℂ  สาํหรับทุก 
2( , )f HL αµ∈ ℂ   

โดยพิจารณาในกรณีที� 0a = และ 0 1a< ≤   

ถา้ 0a =  จะไดว้า่ ( )z bϕ =  ดงันั#น สาํหรับแต่ละ 
2( , )f HL αµ∈ ℂ  

2 2
( ) zC f c f z e dz

α

ϕ α ϕ −= ∫ℂ �  

2
( ) zc f b e dz

α

α
−= ∫ℂ   

2
( ) zc f b e dz

α

α
−= ∫ℂ  

2
( )f b= < ∞   

กรณีสุดทา้ยพิจารณา 0 1a< ≤  จะไดว้า่ ( )z az bϕ = +  
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ดงันั#น สาํหรับทุก 2( , )f HL αµ∈ ℂ  
2 2

( ) zC f c f az b e dz
α

ϕ α
−= +∫ℂ  

                                 
( )

2
( )

az b b

ac f az b e dz

α

α

+ −
−

= +∫ℂ  

จากบทตั#ง 2.32 จะไดว้า่ u az b= +  มีจาโคเบียนคือ 2
a  ทาํใหไ้ดว้า่ 

2 2

2 ( )
z b

ac
C f f z e dz

a

α

α
ϕ

−
−

= ∫ℂ  

                  
2

2 ( ) z bc
f z e dz

a

α
α − −≤ ∫ℂ  

                       
2

2 ( ) zc
f z b e dz

a

α
α −= +∫ℂ  

จากบทตั#ง 4.6 จะไดว้า่ 
2 2

2 ( ) zc
C f f z e dz

a

α
α

ϕ
−≤ ∫ℂ  

2

2

1
f

a
= < ∞   

นั�นคือ 2( ) ( , )C f HLϕ αµ∈ ℂ  สาํหรับทุก 2( , )f HL αµ∈ ℂ  

 ต่อไปจะแสดงวา่ Cϕ  มีขอบเขตบน 2( , )HL αµℂ  โดยใชท้ฤษฎีบทกราฟปิด 
สมมติให ้ nf f→  และ ( )nC f gϕ →  บน 2( , )HL αµℂ  
ดงันั#น 
                                                           ( )( ) ( )C f z f az bϕ = +   

( , ) ( ) wc K az b w f w e dw
α

α
−= +∫ℂ  

เนื�องจาก { }nf  เป็นการลู่เขา้แบบอ่อน (converges weakly) ใน 2( , )L αµℂ  ดงันั#นจะไดว้า่ 

( )( ) lim ( , ) ( ) w
nn

C f z c K az b w f w e dw
α

ϕ α
−

→∞
= +∫ℂ  

lim ( )nn
f az b

→∞
= +   

lim ( )( )nn
C f zϕ→∞

=   

( )g z=   

นั�นคือ Cϕ  มีกราฟปิด ดงันั#น Cϕ  มีขอบเขตบน 2( , )HL αµℂ                                                                □             

 
 บทแทรก 4.8 ให ้ :ϕ →ℂ ℂ  เป็นฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก จะไดว้า่ Cϕ  มีขอบเขตบน 2( , )HL αµℂ  
ก็ต่อเมื�อ ( )z az bϕ = +  เมื�อ ,a b∈ℂ  และ 1a ≤  
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3. นอร์มของตัวดําเนินการประกอบบนปริภูมซีิกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 
 จากทฤษฎีบท 4.7 แสดงใหเ้ห็นวา่ตวัดาํเนินการประกอบมีขอบเขตบนปริภูมิซีกลั-บาร์ก
แมนเชิงทั�วไป เมื�อกาํหนดเงื�อนไขดงักล่าว ในส่วนนี#ผูว้จิยัจะศึกษานอร์มของตวัดาํเนินการ
ประกอบบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป โดยให ้ ( )z az bϕ = +  เมื�อ ,a b∈ℂ  และ 1a ≤  
โดยแบ่งพิจารณาเป็นกรณีดงันี#  
 
กรณี 1  0a =  จะไดว้า่ ( )z bϕ =  ดงันั#น 

1
sup ( )

f
C C fϕ ϕ

=
=  

1
sup

f
f ϕ

=
= �   

( )
1

2 2

1
sup ( ) z

f
c f z e dz

α

α ϕ −

=
= ∫ℂ �   

( )
1

2 2

1
sup ( ) z

f
c f b e dz

α

α
−

=
= ∫ℂ   

1
sup ( )

f
f b

=
=   

1
sup

f
f b

=
≤   

b=   

ดงันั#น ถา้ 0a =  แลว้ C bϕ ≤  

 
กรณี 2  0 1a< ≤  จะไดว้า่ ( )z az bϕ = +  ดงันั#น 

1
sup

f
C fϕ ϕ

=
= �  

( )
1

2 2

1
sup ( ) z

f
c f az b e dz

α

α
−

=
= +∫ℂ   

1
2( )

2

1
sup ( )

az b b

a

f
c f az b e dz

α

α

+ −
−

=

 
 = +
 
 
∫ℂ  

1
2

2

2
1

sup ( ) z b

f

c
f z e dz

a

α
α − −

=

 
 ≤
 
 

∫ℂ  

1
2

2

2
1

sup ( ) z

f

c
f z e dz

a

α
α −

=

 
 =
 
 

∫ℂ  
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1
2

2

2
1

1
sup

f
f

a=

 
 =
 
 

  

1
a

=                                          

ดงันั#น ถา้ 0 1a< <  แลว้ 1
C

aϕ ≤                                                                                            □      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

บทที� 5 

สรุปและอภปิรายผล 

 

ในการวจิยัครั# งนี#ผูว้จิยัไดอ้งคค์วามรู้เกี�ยวกบัตวัดาํเนินการประกอบบนปริภูมิซีกล-บาร์กแมนเชิง
ทั�วไปดงันี#   
 1. ผูว้จิยัไดศึ้กษาปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป 2( , )HL αµℂ  พบวา่มี 

0

2

2
( 1)

n

n

z
n

α

α

∞

=

  Γ    
 

  Γ +    

 เป็นฐานหลกัเชิงตั#งฉากปกติ และไดรี้โปรดิวซิงเคอร์เนลคือ  

0

2 ( )
( , )

2
( 1)

n

n

zw
K z w

n
α

α

∞

=

 
= Γ     Γ + 

 

∑  

 2. ผูว้จิยัไดเ้งื�อนไขที�จาํเป็นและเพียงพอสาํหรับการมีขอบเขตของตวัดาํเนินการประกอบ
บนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไป คือ ให ้ :ϕ →ℂ ℂ  เป็นฟังกช์นัฮอลอมอร์ฟิก จะไดว้า่ Cϕ  มี
ขอบเขตบน 2( , )HL αµℂ ก็ต่อเมื�อ ( )z az bϕ = +  เมื�อ ,a b∈ℂ  และ 1a ≤  และพบวา่ตวั
ดาํเนินการประกอบที�มีขอบเขตบนปริภูมิซีกลั-บาร์กแมนเชิงทั�วไปมีนอร์มคือ C bϕ ≤  เมื�อ 

0a =  และ 1
C

aϕ ≤  เมื�อ 0 1a< ≤   
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