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วธีิการแยกอโดเมียน ไปหาสูตรการแปลงธรรมชาติ ไดโ้ดยง่าย
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 This research aims to study a modification of Adomain decomposition method to solve 
the initial value problems : 

       

       ,0,,0,0

,

1

1

10

1











n

n

nn

yyy

xgyxPy

 
 

and 
          

       .0,,0,0

,,,,

1

1

10

21











n

n

nnn

yyy

xgyyxFyxPy

 

  

The approximation analytical solution is in the form of   

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iyxy . Moreover, adomian 

decomposition method simply is applied to find the formula of natural transform.
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บทที ่1 

บทน า 

 

1.1  ความเป็นมาและความส าคญัของปัญหา 
 ปัญหาต่าง ๆ ในทางวทิยาศาสตร์ เช่น การสลายตวัของธาตุกมัมนัตรังสี ปัญหาเก่ียวกบั
การ เพิ่มของประชากร ปัญหาเก่ียวกบัดอกเบ้ีย ปัญหาเก่ียวกบัการไหล เป็นตน้ และปัญหาใน
ธรรมชาติลว้นเปล่ียนแปลงเคล่ือนไหวอยูต่ลอดเวลา เช่น กฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั ปัญหาของการ
น าความร้อนในแท่งเหล็ก การหาประจุหรือกระแสวงจรไฟฟ้า เป็นตน้ ซ่ึงส่วนใหญ่จะเก่ียวกบั
อตัราการเปล่ียนแปลงของส่ิงท่ีจะพิจารณา โดยอธิบายดว้ยรูปแบบสมการคณิตศาสตร์ท่ีเรียกวา่ 
สมการเชิงอนุพนัธ์ (Differential Equations) ซ่ึงมีบทบาทและเป็นพื้นฐานท่ีส าคญัในคณิตศาสตร์
ประยกุต ์   ทั้งในวศิวกรรมศาสตร์ และวทิยาศาสตร์  
 สมการเชิงอนุพนัธ์เร่ิมมีข้ึนในคริสตศ์ตวรรษท่ี 17 โดยกลุ่มบุคคลแรกท่ีศึกษาคน้ควา้
อยา่งจริงจงั ไดแ้ก่ นิวตนั (Newton) ไลบนิ์ตซ์ (Leibnitz) และตระกลูแบร์นูลลี (Bernoulli) ปัญหา
ในรูปสมการเชิงอนุพนัธ์สมยันั้นเกิดจากการศึกษาเรขาคณิตและกลศาสตร์ เป็นสมการอนัดบั 1 
และ 2 มีลกัษณะง่าย มีค าตอบเป็นฟังกช์นัเบ้ืองตน้ (Elementary Functions) หาค าตอบไดโ้ดยใช้
วธีิการทางพีชคณิต และการอินทิเกรต ซ่ึงกระบวนการแกปั้ญหามีขั้นตอนจ ากดั ก่อนส้ินศตวรรษท่ี 
17 มีวธีิการใหม่ในการแกส้มการเชิงอนุพนัธ์ คือ วธีิแยกตวัแปร และการใชต้วัประกอบเพื่อ
อินทิเกรต ในศตวรรษท่ี 18 สมการเชิงอนุพนัธ์เร่ิมเป็นวิชาหน่ึง และมีวธีิแกปั้ญหาเป็นระบบมาก
ข้ึน นกัคณิตศาสตร์ท่ีเร่ิมใชว้ิธีการเหล่าน้ี ไดแ้ก่ ออยเลอร์ (Euler) ลากรองจ ์(Lagrange) และ        
ลาปลาซ (Laplace) ภายในศตวรรษน้ี นกัคณิตศาสตร์ไดพ้บสมการเชิงอนุพนัธ์มากมาย สมการเชิง
อนุพนัธ์ท่ีหาค าตอบโดยวธีิง่าย ๆ มีนอ้ยมาก เม่ือเปรียบเทียบกบัทั้งหมด นกัคณิตศาสตร์เร่ิมรู้สึกวา่
ความหวงัท่ีจะไดว้ธีิการอยา่งหน่ึงส าหรับใชแ้กส้มการเชิงอนุพนัธ์ใด ๆ ไดน้ั้น สูญสลายไป แต่เรา
พบความจริงยิง่ใหญ่ประการหน่ึงมาทดแทน คือ มีเกณฑ ์ตดัสินวา่สมการเชิงอนุพนัธ์ใดมีค าตอบ
หรือไม่ เม่ือมาถึงการแกส้มการโดยใชอ้นุกรม นกัคณิตศาสตร์พยายามหาคุณสมบติัของสมการเชิง
อนุพนัธ์จากสมการเชิงอนุพนัธ์โดยตรง และพบวา่สมการเชิงอนุพนัธ์เป็นตน้ก าเนิดของฟังกช์นั
ใหม่ ๆ ในปี ค.ศ. 1820 ซ่ึงระยะนั้นเป็นระยะส าคญัในการวางทฤษฎีบทต่าง ๆ ของสมการเชิง
อนุพนัธ์พร้อม ๆ กบัการวางรากฐานแคลคูลสั ไดแ้ก่ โคชี (Cauchy) พบทฤษฎีบทการมีค าตอบ 
(Existence Theorem) ของสมการเชิงอนุพนัธ์ ซ่ึงต่อมา บีการ์ (Picard) เสริมทฤษฎีบทน้ีใหส้มบูรณ์
การมีค าตอบหน่ึงเดียว (Existence and Uniqueness Theorem) โดยใชว้ธีิการประมาณโดยล าดบัขั้น
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ปัจจุบนัเราใชส้มการเชิงอนุพนัธ์ แสดงกฎเกณฑป์ระการต่าง ๆ ในหลายวชิา เช่น ฟิสิกส์ เคมี 
ชีววทิยา และกลศาสตร์ เป็นตน้ (พิชากร แปลงประสพโชค, 2542) นอกจากนั้นก็ยงัมีนกั
คณิตศาสตร์มากมายพยายามพฒันาวธีิการเพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์มาอยา่งต่อเน่ือง
จนถึงปัจจุบนั เช่น จอร์จ อโดเมียน (George Adomian) เป็นตน้ 
 เร่ิมตน้ปี 1970 George Adomian นกัคณิตศาสตร์ชาวอาร์มาเนีย-อเมริกา คิดคน้วธีิการ 
เรียกวา่ วธีิการแยกอโดเมียน (Adomian Decomposition Method) ส าหรับการหาผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพนัธ์สามญั (Ordinary Differential Equations) และสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย (Partial 
Differential Equations) ท่ีเป็นเชิงเส้น (Linear) และไม่เป็นเชิงเส้น (Non-linear) ต่อมาวธีิการแยก 
อโดเมียนถูกน ามาประยกุตใ์ชก้บัปัญหาต่าง ๆ อยา่งกวา้งขวาง เช่น ปัญหาทางฟิสิกส์ ชีววทิยา และ
เคมี ซ่ึงผลเฉลยจากวธีิการแยกอโดเมียนจะอยูใ่นรูปของอนุกรมอนนัต ์และผลเฉลยท่ีไดจ้ะเป็นการ
ประมาณค่าผลเฉลยวเิคราะห์ (Approximation Analytical Solution) 
 ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ โดยวธีิการแยกอโดเมียนอาจจะท าใหก้าร
ค านวณมีความยุง่ยากและมีความซบัซอ้น ดงันั้นจึงไดมี้นกัวจิยัมากมายพยายามท่ีจะปรับปรุงวธีิการ
แยกอโดเมียน ท าใหก้ารหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์น้ีมีความซบัซอ้นนอ้ยลง ลดขั้นตอนใน
การค านวณ และน าวธีิการแยกอโดเมียนไปประยกุตก์บัสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 เพื่อหาสูตร         
การแปลงธรรมชาติ (Natural Transform)  
 ก่อนท่ีเราจะหาผลเฉลยโดยการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียนและหาสูตรการแปลง
ธรรมชาติ มีความจ าเป็นอยา่งยิง่ท่ีจะตอ้งท าความรู้จกักบัชนิด นิยามของสมการเชิงอนุพนัธ์ และ
ขั้นตอนการหาผลเฉลยโดยวิธีการแยกอโดเมียน ดงัต่อไปน้ี 
 สมการเชิงอนุพนัธ์แบ่งได ้2 ชนิด คือ สมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้น (Linear Differential 
Equations) และสมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น (Non-linear Differential Equation) 
นิยาม 1.1  สมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้น คือ สมการเชิงอนุพนัธ์ท่ีมีคุณสมบติัต่อไปน้ี 
 1.  เลขช้ีก าลงัของตวัแปรตามและอนุพนัธ์ของตวัแปรตามมีค่าเป็น 1 เท่านั้น 
 2.  ไม่มีพจน์ท่ีอยูใ่นรูปผลคูณของตวัแปรตามและ/หรืออนุพนัธ์ของตวัแปรตามใน   
      สมการ 
 3.  ไม่มีพจน์ท่ีอยูใ่นรูปฟังกช์นัอดิสัยของตวัแปรตามหรืออนุพนัธ์ของตวัแปรตามใน 
      สมการ
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ตัวอย่างที ่1.1.1  
 สมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้น  สมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น 
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เราสามารถเขียนสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบั n  ในรูปทัว่ไป ไดด้งัน้ี 

   0,,,,  nyyyxF   
และสมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้นอนัดบัท่ี n  เขียนอยูใ่นรูปทัว่ไป ไดด้งัน้ี 

         xgyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa nnn

n

n

n

 



11

1

10   

สมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น คือ สมการเชิงอนุพนัธ์ซ่ึงไม่ใช่สมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้น 
นิยาม 1.2  ปัญหาค่าเร่ิมตน้ (Initial-value Problem) คือ ปัญหาท่ีประกอบดว้ยสมการเชิงอนุพนัธ์
พร้อมกบัเง่ือนไขเร่ิมตน้ (Initial Conditions) รูปทัว่ไป คือ 

   0,,,,  nyyyxF   

                             10

1

1000 ,,, 

  n

n xyxyxy        
เม่ือ 110 ,,, n    เป็นค่าคงท่ี 
 จากนั้นผูว้จิยัจะน าเสนอขั้นตอนการหาผลเฉลยโดยวธีิการแยกอโดเมียน ซ่ึงมีขั้นตอน 
ดงัน้ี 
 วธีิการแยกอโดเมียน (Adomian Decomposition Method ) 
พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์ และเง่ิอนไขเร่ิมตน้ (Adomian, 1988)  

   

     

       1

1

10

)2()1()(

0,...,0,0

,...,,











n

n

nnn

yyy

xgyyxFyxPy


              (1.1) 

วธีิท า จดัรูปสมการ (1.1) จะได ้

        )2()1()( ,...,,   nnn yyxFyxPxgy               (1.2) 
นิยามตวัด าเนินการ  L  ก าหนดโดย 

 

   
   

n

n

dx

d
L
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สมการ (1.2) เขียนแทนดว้ย 
             21 ,...,,   nn yyxFyxPxgxyL                           (1.3) 
นิยามตวัด าเนินการผกผนั  1L  ดงัน้ี 

 

    

   
  

n

x x x

dxdxdxL    

0 0 0
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เม่ือ 
 

          
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 n

n
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y

x
yxyxyxyLL  ; n 1, 2,… 

ดงันั้น จากสมการ (1.3) ไดว้า่
                 211111 ,...,,   nn yyxFLyxPLxgLxyLL  

                 21111 ,...,,   nn yyxFLyxPLxgLxxy   (1.4) 
เม่ือ    0xL   
โดยวธีิการแยกอโดเมียนใหผ้ลเฉลย  xy  และฟังกช์นัไม่เชิงเส้น   2,...,, nyyxF  อยูใ่นรูปของ
อนุกรมอนนัต ์ 

    

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
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iyxy         และ     
   

   
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 
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เม่ือ 
iA  แทน พหุนามอโดเมียน (Adomian Polynomials) 
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ดงันั้น จากสมการ (1.4) เขียนแทนดว้ย 
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                

10

11

1

1

0

11

10 AALyyxPLxgLxyy nn      (1.5) 
จากสมการ (1.5) สามารถหา  xyi

 จากความสัมพนัธ์เวยีนเกิด (Recurrence Relation) ดงัน้ี 
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                       10

11

1
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210 AALyyxPLxgLxyyy nn    
          1

11

1

1

2 ALyxPLy n    
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1 i

n

ii ALyxPLy 

 
 

0i
     

ดงันั้น จะไดผ้ลเฉลย    210 yyyxy  
                                                                                                                                    
 ส าหรับในงานวิจยัน้ียงัไดน้ าวธีิการแยกอโดเมียนไปประยกุตก์บัสมการเชิงอนุพนัธ์
อนัดบั 1 เพื่อหาสูตรการแปลงธรรมชาติ ซ่ึงในบทน้ีจะน าเสนอนิยาม สมบติั และตวัอยา่งของการ
แปลงธรรมชาติ ดงัน้ี 
 การแปลงธรรมชาติ (Natural Transform ) 
 การแปลงธรรมชาติ (Natural Transform) เป็นการแปลงเชิงอินทิกรัลท่ีมีลกัษณะคลา้ยกบั
การแปลงลาปลาซ มีนกัวจิยัน าการแปลงธรรมชาติไปใชห้าผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั
และสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น ซ่ึงในงานวจิยัน้ีจะหาสูตรการแปลง
ธรรมชาติ โดยวธีิการแยกอโดเมียนโดยการน าวธีิการแยกอโดเมียนไปประยกุตก์บัสมการเชิง
อนุพนัธ์อนัดบั 1 และจะพบวา่ผลเฉลยมีค่าตรงกบันิยามของการแปลงธรรมชาติ ซ่ึงการแปลง
ธรรมชาตินิยามได ้ดงัน้ี 
การแปลงธรรมชาติฟังกช์นั  tf  ส าหรับ   ,t  นิยามโดย 

          




 dtutfeusRtfN st, ;   ,,us  

เม่ือ   tfN  คือ การแปลงธรรมชาติของฟังกช์นั  tf  และ us,  คือ ตวัแปรการแปลงธรรมชาติ 
โดยในงานวิจยัน้ีจะพิจารณาฟังกช์นั  tf  ส าหรับ 0t  ซ่ึงนิยามการแปลงธรรมชาติ  ดงัน้ี 

          



0

, dtutfeusRtfN st ;   ,0,us               (1.6) 

ซ่ึงมีสมบติั ดงัน้ี (Khan & Khan, 2008) 
 1.           tgbNtfaNtbgtafN   

 2.    











aus

us

aus

s
tfeN at , 0t  

 3. ถา้     usRtfN ,  แลว้     usR
a

atfN ,
1

  

 4. ถา้     usRtfN ,  แลว้     
 
u

f
usR

u

s
tfN

0
, 
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สมบติัการแปลงธรรมชาติ (ต่อ) 

 5. ถา้     usRtfN ,  แลว้       
 
u

f
f

u

s
usR

u

s
atfN

0
0,

22

2 
  

 6. ถา้     usRtfN ,  แลว้    usR
s

u
dppfN

t

,
0









  

 ล าดบัถดัมา จะเป็นตวัอยา่งของการแปลงธรรมชาติ โดยวิธีปกติ 

 ตารางท่ี 1  ตวัอยา่งของการแปลงธรรมชาติ (Khan & Khan, 2008) 
 

 tf    tfN  

1  
s

1  

t  
2s

u  

ate  
aus 

1  

tsin  
22 us

u


 

tcos  22 us

s

  
tsinh  222 uas

au

  
tcosh  222 uas

s

  
 

 งานวจิยัในหวัขอ้น้ีตอ้งการหาสูตรการแปลงธรรมชาติ โดยวธีิการท่ีเรียกวา่ วธีิการแยก       
อโดเมียน โดยจะน าวธีิการแยกอโดเมียนน้ีไปประยกุตก์บัสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 ซ่ึงวธีิน้ีจะ
ต่างจากวธีิปกติ คือ จะใชอ้นุพนัธ์ส าหรับหาสูตรการแปลงธรรมชาติ แต่วธีิปกติจะใชก้ารหา
ปริพนัธ์ และจะพบวา่การหาอนุพนัธ์สามารถหาค่าไดก้บัทุกฟังกช์นั แต่การหาปริพนัธ์บางฟังกช์นั
อาจจะมีค่าของปริพนัธ์ท่ีลู่ออกได้



7 
 

1.2  วตัถุประสงค์ของการวจิัย 
 1.2.1  เพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ โดยการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน 
 (Modified  Adomian Decomposition  Method) 
 1.2.2  เพื่อหาสูตรการแปลงธรรมชาติ (Natural Transform) โดยวธีิการแยกอโดเมียน 
 

1.3  สมมติฐานของการวิจัย 
 1.3.1  ส าหรับสมการเชิงอนุพนัธ์    

     

       

       1

1

10

1

0,,0,0 









n

n

nn

yyy

xgyxPy

 
                                    (1.7) 

และ 

     

          

       1

1

10

21

0,,0,0

,,,











n

n

nnn

yyy

xgyyxFyxPy

 

                                   

(1.8) 
เม่ือ   2,,, nyyxF   แทน ฟังกช์นัของอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้นอนัดบัท่ี 2n  และ   0xP  และ
 xg  แทน พจน์แหล่งตน้ทาง (Source Term) 

ใหต้วัด าเนินการ L  อยูใ่นรูป 

 
   

 














1

1

n

n
dxxpdxxp

dx

d
e

dx

d
eL  

เพื่อใชใ้นการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น โดยการปรับปรุง
วธีิการแยกอโดเมียน และผลเฉลยท่ีไดเ้ป็นการประมาณค่าผลเฉลยวเิคราะห์ ในรูปของ 

  





0i

iyxy  

 1.3.2  วธีิการแยกอโดเมียนสามารถน าไปใชใ้นการหาสูตรการแปลงธรรมชาติได้   
 
1.4  กรอบแนวคดิในการวจิัย 

 ในงานวจิยัน้ีไดน้ ามาจากงานวจิยัของ Hosseini and Jafari (2009) ซ่ึงจะน าตวัด าเนินการ
 

 
   

 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL  

มาใชใ้นการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น (1.7) และ (1.8) 
ตามล าดบั โดยท่ีงานวจิยัน้ีสนใจสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ี   2,,, nyyxF   เป็นฟังกช์นัของ  2ny  
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ซ่ึงในงานวจิยัของ Hosseini and Jafari (2009) ไม่ไดน้ าเสนอไว ้และในงานวิจยัน้ียงัไดน้ าวธีิการ
แยกอโดเมียนไปประยกุตก์บัสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 เพื่อหาสูตรการแปลงธรรมชาติ 
 

1.5  ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับจากการวจิัย 
 1.5.1  ไดว้ธีิการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
 1.5.2  ไดว้ธีิท่ีสามารถน าไปหาสูตรการแปลงธรรมชาติ 
 

1.6  ขอบเขตของการวจิัย 
 1.6.1  ปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน เพื่อน าไปหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์      
แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
 1.6.2  น าวธีิการแยกอโดเมียนไปหาสูตรการแปลงธรรมชาติ 



 

บทที ่2 
เอกสารและงานวจิยัที่เกีย่วข้อง 

 
 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์โดยวธีิการแยกอโดเมียนนั้นมีการวจิยัอยา่ง
แพร่หลาย ซ่ึงถือวา่เป็นวธีิท่ีมีประสิทธิภาพและเป็นวธีิท่ีเหมาะสมอีกวธีิหน่ึง ส าหรับการหา 
ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั และสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย นอกจากน้ีวธีิการแยกอโดเมียน
ยงัสามารถน าไปประยกุตใ์ชก้บัปัญหาต่าง ๆ ทั้งทางดา้นวิทยาศาสตร์ และวศิวกรรมศาสตร์ และ
นอกจากน้ีมีนกัวิจยัพยายามท าการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน เพื่อท่ีจะท าใหก้ารหาผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพนัธ์มีความซบัซอ้นนอ้ยลง ซ่ึงมีนกัวจิยัท่ีท าการศึกษา ดงัน้ี 
 

2.1  งานวจิัยทีศึ่กษาวธีิการแยกอโดเมยีนกบัสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั 
 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 และอนัดบั 2 พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ โดย
ใชว้ธีิการแยกอโดเมียน ไดรั้บความสนใจจากนกัวจิยัมากมาย และมีการศึกษาอยา่งต่อเน่ือง
ตวัอยา่งเช่น Adomian (1988), Casasus and Al-Hayani (2002), Al-Khaled and Anwar (2007), 
Ebaid (2011) โดยในท่ีน้ีเราจะอา้งงานวจิยัของ Casasus and Al-Hayani (2002) ท่ีพิจารณาสมการ
เชิงอนุพนัธ์สามญัแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น ในรูป     

   yytfykyygy  ,,, 2   
พร้อมกบัเง่ือนไขเร่ิมตน้       0,0 yy  เม่ือ  yytf ,,  เป็นฟังกช์นัท่ีไม่ต่อเน่ือง และจะใช้
วธีิการแยกอโดเมียนเพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัน้ี ค่าคลาดเคล่ือนท่ีไดใ้น
ผลการวจิยัน้ี แสดงให้เห็นวา่ผลเฉลยแบบแม่นตรงกบัผลเฉลยแบบวธีิการแยกอโดเมียนมีค่า
ใกลเ้คียงกนั ซ่ึงค่า   ไม่มีผลต่อการลู่เขา้ของวธีิการแยกอโดเมียนน้ี  
 อยา่งไรก็ตาม ยงัมีนกัวจิยัอีกมากมายท่ีไดน้ าวธีิการแยกอโดเมียนมาใชใ้นการหาผลเฉลย
ของสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัสูง และสมการเชิงปริพนัธ์ เช่น Wazwaz (2001a), Wazwaz (2001b), 
Momani and Noor (2006), Momani and Noor (2007), Hashim (2006), Shang and Han (2010)   
เป็นตน้ โดยจะอา้งจากงานวิจยัของ Wazwaz (2001a) พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 5 ท่ีอยู ่ ใน
รูป    

      yfxgxy v  , bx 0  
นิยามเง่ือนไขขอบ  

        0210 ,0,0,0   byyyy  และ   1 by  
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จะไดผ้ลเฉลยท่ีอยูใ่นรูปทัว่ไป  

     yfLxgLBxAxxxxy 11432

210
!4

1

!3

1

!2

1     

เม่ือ  0yA   และ   0ivyB    
จากนั้นใชว้ธีิการแยกอโดเมียนส าหรับการหาผลเฉลย 
 Hashim (2006) น าวธีิการแยกอโดเมียนเพื่อหาผลเฉลยปัญหาค่าขอบของสมการเชิง
ปริพนัธ์อนัดบั 4 ท่ีมีสมการอยูใ่นรูป  

                 

x

iv dxxyFxhxyxgxyxfxy
0



 
พร้อมกบัเง่ือนไขขอบ     20 ,   ayay  และ     20 ,   byby  และขั้นตอนวธีิการ
แยกอโดเมียนดงักล่าวแสดงผลลพัธ์ท่ีแม่นย  า ซ่ึงความแม่นย  าน้ีสามารถควบคุมไดจ้ากจ านวนพจน์
ของเลขช้ีก าลงัในการกระจายเทเลอร์ของฟังกช์นั gf ,  และ h  

 
นอกจากน้ี วธีิการแยกอโดเมียนยงัไดน้ าไปใชใ้นการหาผลเฉลยส าหรับระบบสมการเชิง

อนุพนัธ์ เช่นในงานวจิยัของ  Biazar, Babolian, and Islam (2004), Mahmood, Casasus, and Al-
Hayani (2005), Bougoffa and Bougoffa (2006), Jafari and Daftardar-Gejji (2006a), Momani, 
Moadi, and Noor (2006) จากงานวจิยัของ Biazar et al.  (2004) ใชว้ธีิการแยกอโดเมียนเพื่อหาผล
เฉลยของระบบสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 และสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบัสูง โดยการแปลง
สมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบัสูงใหเ้ป็นระบบสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 ซ่ึงวธีิน้ีสามารถหาผล
เฉลยไดท้ั้งระบบสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
 จากงานวจิยัท่ีศึกษาวธีิการแยกอโดเมียนกบัสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั แสดงใหเ้ห็นวา่ 
วธีิการแยกอโดเมียนน้ีสามารถน าไปหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบั 1 ไปจนถึง 
สมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบัสูง รวมไปถึงระบบสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิง
เส้น และยงัสามารถน าไปหาผลเฉลยของสมการเชิงปริพนัธ์ไดเ้ช่นกนั ซ่ึงผลเฉลยท่ีไดจ้ากวธีิการ
แยกอโดเมียนน้ีมีค่าใกลเ้คียงกบัผลเฉลยแบบแม่นตรง แต่วธีิการแยกอโดเมียนสะดวกกวา่มาก 

 
2.2  งานวจิัยทีศึ่กษาวธีิการแยกอโดเมยีนกบัสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย 
 นอกจากวธีิการแยกอโดเมียนจะสามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัไดแ้ลว้ 
วธีิการแยกอโดเมียนน้ียงัสามารถน ามาหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยและระบบสมการเชิง
อนุพนัธ์ยอ่ยทั้งในแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น ซ่ึงมีนกัวจิยัท่ีไดท้  าการศึกษา ดงัน้ี  
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 Adomian and Rach (1989) พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยแบบเชิงเส้นและแบบไม่ 
เชิงเส้น ท่ีอยูใ่นรูป 0 NuuLuL yx เม่ือ N คือ ตวัด าเนินการไม่เชิงเส้น โดยท่ีตวัด าเนินการ
เชิงเส้น  L  มีอนัดบัท่ีเท่ากนั ผลเฉลยท่ีไดจ้ะมาจากการแยกสมการของตวัด าเนินการ ดงัน้ี 

NuuLuL yx   และ NuuLuL xy   ซ่ึงมีตวัด าเนินการ  
2

2

x
Lx




  และ 

 
2

2

y
Ly




  ตามล าดบั และใชว้ธีิการแยกอโดเมียนเพื่อหาผลเฉลย 

 Wazwaz (2000) พิจารณาระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
ท่ีอยูใ่นรูป

     
 

      

 

  22

11

,

,

gvuNuLvL

gvuNvLuL

xt

xt




 

เม่ือ 
t

Lt



   และ 

x
Lx




  

และพิจารณาแบบจ าลองปฏิกิริยาการแพร่ Brusselator ท่ีอยูใ่นรูป  

      

   

 
yyxxt

yyxxt

uuAuvuv

BuuuAvuu





500

1

500

1
1

2

2

 

กบัเง่ือนไขเร่ิมตน้ 

      

 

  xyxv

yyxu

5

4
10,,

4

1
20,,





 

ซ่ึงจะใชว้ธีิการแยกอโดเมียนหาผลเฉลยของระบบสมการน้ี พบวา่วธีิการแยกอโดเมียนน้ีจะลด
วธีิการค านวณส าหรับการหาผลเฉลย 
 Kaya and Yokus (2002) พิจารณาสมการ Burgers ท่ีอยูใ่นรูป  
      0 xxxt vuuuu   
และพิจารณาผลเฉลยของสมการควบคุมท่ีอยูใ่นรูป t  และ x  ตามล าดบั 

      

           

           txuLtxuL
v

xgtxu

txuvLtxuLxftxu

tx

xt

,,
1

,

,,,

1

1













 
เม่ือ    0,xuxf  ,      txututxg x ,0,0,   และ    xuutxu ,   

และตวัด าเนินการ 
t

Lt



 , 

2

2

x
Lx




    
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พบวา่ผลเฉลยของสมการ Burgers โดยใชว้ธีิการแยกอโดเมียน สมการควบคุม x  จะท าไดง่้ายและมี
ความถูกตอ้งมากกวา่สมการควบคุม t   เม่ือเปรียบเทียบจากค่าคลาดเคล่ือนของการควบคุม x และ 
t  กบั ผลเฉลยแม่นตรง  
 Pamuk (2005) น าวธีิการแยกอโดเมียนมาใชเ้พื่อหาผลเฉลยของสมการความร้อนใน
รูปแบบสมการเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น ซ่ึงสมการจะอยูใ่นรูป  

      
m

xxt uuu   ; m 1, 2, 3,… 
ซ่ึงวธีิการแยกอโดเมียนให้ผลเฉลยเชิงตวัเลขถูกตอ้งมากกวา่ส าหรับสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยแบบ  
ไม่เชิงเส้นเม่ือเปรียบเทียบกบัวธีิอ่ืน ๆ   
 Zhang and Lu (2011) หาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยโดยวธีิการแยกอโดเมียน 
ในกรณีท่ีสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยเป็นสมการแบบเอกพนัธ์ (Homogeneous Equations) ซ่ึงวธีิน้ีไม่
สามารถหาค่า 

0u  ได ้ฉะนั้นคณะวจิยัจึงไดเ้สนอวธีิการหาผลเฉลยโดยวธีิการแยกอโดเมียนข้ึนมา
ใหม่ ซ่ึงมี 3 ขั้นตอน ดงัน้ี 
  1  การเลือก 

0u  จะข้ึนอยูก่บั 2 กรณี ดงัน้ี 
   1.1  ใส่ตวัด าเนินการผกผนัทั้งสองขา้งของสมการและเลือก icu 0

 ซ่ึง 
ic  มา

จากเง่ือนไขเร่ิมตน้/ขอบ และฟังกช์นั 
ic  ตอ้งสอดคลอ้งกบัเง่ือนไขเร่ิมตน้/ขอบอ่ืน ๆ ดว้ย 

   1.2  ส าหรับกรณี 11   xxLL   ฉะนั้น mxh   0
 ดงันั้นจะเลือก 

hu 0
 หรือ xu 0

 หรือ 
skku  0
 ซ่ึงจะข้ึนอยูก่บัเง่ือนไขเร่ิมตน้/ขอบ และ

0u ตอ้ง
สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขเร่ิมตน้/ขอบอ่ืน ๆ ดว้ย 
  2  เม่ือเลือก 

0u สมการจะเขียนในรูป 

       NuRuLu

NuRuLu





1

0


 

      
icu 0
 (or h ) 

      

   

    0,11

1

0

1

0

1

1











kALRuLu

ALRuLu

kkk

 

และใหผ้ลเฉลย 





0n

nuu   

  3  ถา้ u  ไม่เป็นผลเฉลยแม่นตรง ใหก้ลบัไปท่ีขอ้ 1. แลว้เลือก 
0u  ใหม ่

 ส าหรับงานวจิยัท่ีศึกษาการแยกอโดเมียนกบัสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย แสดงใหเ้ห็นวา่ 
วธีิการแยกอโดเมียนยงัสามารถใชห้าผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยแบบเชิงเส้นและแบบไม่
เชิงเส้น สมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยท่ีเป็นเอกพนัธ์ สมการ Brusselator  และสมการ Bergers ได ้  
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2.3  งานวจิัยทีศึ่กษาการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมยีนกบัสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั 
 ในการศึกษาปัญหาค่าเร่ิมตน้ของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบั 2 ท่ีเป็นเอกฐาน 
(Singular) และไม่เป็นเอกฐาน (Non-singular) จะพบวา่หากใชว้ธีิการแยกอโดเมียนแบบดั้งเดิมใน
การหาผลเฉลยจะท าใหก้ารค านวณยุง่ยากและมีความซบัซอ้น ดงันั้นจึงไดมี้นกัวจิยัพยายามท่ีจะ 
ปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียนเพื่อท่ีจะท าใหก้ารหาผลเฉลยมีความซบัซอ้นนอ้ยลง โดยการปรับปรุง
วธีิการแยกอโดเมียนน้ี ไดท้  าการเปล่ียนตวัด าเนินการเชิงอนุพนัธ์ใหม่ส าหรับสมการเชิงอนุพนัธ์
สามญัท่ีเป็นเอกฐานและไม่เป็นเอกฐาน พร้อมทั้งขยายการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียนไปยงั
ปัญหาค่าขอบของสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัสูง โดยมีนกัวิจยัท่ีไดท้  าการศึกษา ดงัน้ี 
 Wazwaz (2002) พิจารณาปัญหาค่าเร่ิมตน้ท่ีเป็นเอกฐานในสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั
อนัดบั 2 เขียนในรูปของ  

   

    ByAy

xgyxfy
x

y





0,0

,
2

 

จากสมการพบวา่เกิดความยุง่ยากหากใชว้ธีิการแยกอโดเมียนโดยตรงในการหาผลเฉลยท่ีจุดเอกฐาน
0x  ดงันั้นจึงไดก้ าหนดตวัด าเนินการเชิงอนุพนัธ์ข้ึนมาใหม่ โดยท่ี 

 
   








 

dx

d
x

dx

d
xL 22  

เพื่อใชใ้นการหาผลเฉลยของปัญหาค่าเร่ิมตน้แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
 Hosseini and Nasabzadeh (2007) แนะน าการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียนท่ีมีตวั

ด าเนินการ  
   

 











dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP  เพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั

อนัดบั 2 ท่ีอยูใ่นรูป    
     

    ByAy

xgyxFyxPy





0,0

,  

และตวัด าเนินการใหม่น้ีสามารถน าไปใชก้บัสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ีเป็นเอกฐานและไม่เป็นเอกฐานได ้
 Hosseini and Jafari (2009) จะขยายงานของ Hosseini and Nasabzadeh (2007) ซ่ึงจะ
พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบัสูงและระบบสมการเชิงอนุพนัธ์แบบไม่เชิงเส้น ท่ีอยูใ่นรูป 

       

       1

1

10

1

0,...,0,0 









n

n

nn

yyy

xgNyyxPy


 

 เม่ือ N  คือ ฟังกช์นัไม่เชิงเส้น และใหต้วัด าเนินการ  
   

 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL  จาก

การปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียนน้ีท าใหก้ารค านวณมีความซบัซอ้นนอ้ยลง
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 Hasan and Zhu (2009) จะใชก้ารปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียนหาผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพนัธ์สามญัอนัดบัสูงแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น ท่ีปัญหาค่าขอบเป็นเอกฐาน สมการจะอยู่
ในรูป             

     

          cbyayayay

xgNyy
x

m
y

n

n

nn











,0,,0,0 1

1

10

1



 

จะมีตวัด าเนินการ      nmmn

n

n

x
dx

d
x

dx

d
xL 11  ซ่ึงท าใหก้ารค านวณหาผลเฉลยง่ายข้ึน 

 Hasan and Zhu (2009) จะขยายงานของ Hasan and Zhu (2009) โดยจะพิจารณาปัญหาค่า
ขอบท่ีเป็นเอกฐานของสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัสูง ท่ีอยูใ่นรูป 

     

          cbyayayay

xgNyy
x

m
y

n

n

nn











,0,,0,0 1

1

10

1



 

จากสมการขา้งตน้จะพบวา่เง่ือนไขขอบมีอนัดบัสูงข้ึน ซ่ึงการหาผลเฉลยน้ีจะใชก้ารปรับปรุงวธีิการ

แยกอโดเมียน โดยใหต้วัด าเนิน     






dx

d
x

dx

d
x

dx

d
xL nmmn

n

n
1

1

1
1   และวธีิน้ีสามารถน าไปใช้

กบัปัญหาท่ีเป็นเชิงเส้นและไม่เป็นเชิงเส้นได ้
 ในงานวจิยัท่ีศึกษาการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียนกบัสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั จะได้
ตวัด าเนินการเชิงอนุพนัธ์ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ีเป็นเอกฐานและไม่เป็น
เอกฐาน พร้อมกบัเง่ือนไขเร่ิมตน้ ซ่ึงจะมีตวัด าเนินการอยูใ่นรูปทัว่ไป ดงัน้ี 

      
 

   
 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL  

จากปัญหาค่าขอบจะไดต้วัด าเนินการส าหรับการหาผลเฉลย ดงัน้ี 

      
     nmmn

n

n

x
dx

d
x

dx

d
xL 11  

และปัญหาค่าขอบท่ีเง่ือนไขขอบมีอนัดบัสูงจะไดต้วัด าเนินการส าหรับการหาผลเฉลย ดงัน้ี 

      
    






dx

d
x

dx

d
x

dx

d
xL nmmn

n

n
1

1

1
1
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2.4  งานวจิัยทีศึ่กษาการประยุกต์วธีิการแยกอโดเมยีน 
 วธีิการแยกอโดเมียนนอกจากจะสามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัและ
สมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยไดแ้ลว้ วธีิน้ียงัสามารถน ามาประยกุตใ์ชก้บัปัญหาต่าง ๆ ไดอ้ยา่งกวา้งขวาง  
ดงัน้ี 
 Wazwaz and El-Sayed (2001) ไดพ้ฒันาวธีิการแยกอโดเมียนเพื่อหาผลเฉลยของสมการ  

     NuLRuLxfu 11    

โดยคณะวจิยัไดเ้สนอใหฟั้งก์ชนั  xf  เขียนอยูใ่นรูปของอนุกรมเทเลอร์    





0n

n xfxf  ซ่ึง

การพฒันาวธีิการแยกน้ีสามารถน าไปหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์และสมการเชิงปริพนัธ์ท่ี
เป็นเชิงเส้นและไม่เป็นเชิงเส้นได ้
 Babolian and Biazar (2002) น าวธีิการแยกอโดเมียนไปประยกุตก์บัสมการไม่เชิงเส้น 
เอกพนัธ์  xFcx   เม่ือ  xF  คือ ฟังกช์นัไม่เชิงเส้น และ c คือ ค่าคงท่ี เพื่อหาผลเฉลยของ
สมการน้ี และผลเฉลยท่ีไดเ้ป็นการประมาณค่าผลเฉลยวเิคราะห์ (Approximation Analytical 
Solution) 
 Babolian, Biazar, and Vahidi (2004) น าวธีิการแยกอโดเมียนไปประยกุตเ์พื่อพฒันา
วธีิการค านวณใหม่ส าหรับการแปลงลาปลาซ (Laplace Transforms) และสมการท่ีพิจารณาเป็น
สมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบั 1  
 Babolian, Biazar, and Vahidi (2004) ประยกุตว์ธีิการแยกอโดเมียนเพื่อหาผลเฉลยของ
ระบบสมการไม่เชิงเส้น ท่ีอยูใ่นรูป  

 
 

 

















0,,

0,,

0,,

2,1

2,12

2,11

nn

n

n

xxxf

xxxf

xxxf









 

ส าหรับ i 1, 2, 3,…, n  เขียนสมการในรูปทัว่ไป ดงัน้ี   0,,, 21 ni xxxf     
จากนั้นจดัสมการใหอ้ยูใ่นรูป ix  จะได ้  nii xxxgcx ,,, 21    
เม่ือ  ni xxxg ,,, 21   คือ ฟังกช์นัไม่เชิงเส้น และ ic  คือ ค่าคงท่ี จากนั้นใชว้ธีิการแยกอโดเมียน
หาผลเฉลยของระบบสมการน้ี ซ่ึงวธีิน้ีเป็นวธีิท่ีมีประสิทธิภาพท่ีท าใหก้ารค านวณนอ้ยลง
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 Soufyane and Boulmalf (2005) ประยกุตว์ธีิการแยกอโดเมียนเพื่อหาผลเฉลยของสมการ
พาราโบลิกแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น โดยสมการพาราโบลิกจะอยูใ่นรูป 

       uNtyxhutyxgutyxfu yyxxt ,,,,,,   
พร้อมดว้ยเง่ือนไขเร่ิมตน้   00,, uyxu   ซ่ึงผลเฉลยท่ีไดมี้ค่าตรงกบัผลเฉลยแม่นตรง  
 Babolian, Vahidi, and Asadi Cordshooli (2005) ใชว้ธีิการแยกอโดเมียนหาผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพนัธ์จากปัญหาทางดา้นวทิยาศาสตร์ ไดแ้ก่ ปัญหาโปรเจกไทล ์ปัญหาการแพร่ของ
โรคติดต่อ และปัญหาการไหลของน ้า 
 Jafari and Daftardar-Gejji (2006b) พิจารณาระบบสมการไม่เชิงเส้น ท่ีอยูใ่นรูปทัว่ไป 
        0,,, 21 ni xxxf   
จดัรูปสมการจะได ้    niii xxxNcx ,,, 21  , ni ,,2,1   
เม่ือ  ni xxxN ,,, 21   คือ ฟังกช์นัไม่เชิงเส้น และ ic  คือ ค่าคงท่ี  
จากนั้นจะหาผลเฉลยโดยวธีิการแยกอโดเมียน จะเรียกวธีิน้ีวา่ “ revised ADM”  และมีวธีิการหาผล
เฉลย ดงัน้ี  
ให ้      icxx 10   
      mm Axx ,11,1   
       0,12010

*

0 ,,,  llll xxxNcxx  , nl ,,3,2   
      *

1,1 ,1 m
Axx m   

เม่ือ *

lN  คือ ส่วนของ lN  ท่ีเป็นอิสระกบั nll xxx ,,, 1    
เพราะฉะนั้น      nlllnl xxxgxxxNxxxN ,,,,,,,,, 210,12010

*

21    , nl ,,3,2   
และ *

,mlA  ส าหรับ nl ,,3,2   

จะได ้








 



ml

mlml

ml

ml

A

AA

A

A

,

,

2

1,

1

1,

*

,  

เม่ือ  mlml AA ,

2

1,

1 ,  คือ พหุนามอโดเมียน เหมือนกบั *

lN  และ lg  
จากวธีิ revised ADM กบั วธีิการแยกอโดเมียน เม่ือเปรียบเทียบผลเฉลยท่ีได ้จะพบวา่ผลเฉลยท่ีได้
โดยวธีิ revised ADM มีค่าใกลเ้คียงกบัผลเฉลยแม่นตรงมากกวา่วธีิการแยกอโดเมียน   

ถา้  เป็นอิสระกบั  
ถา้  
อ่ืน ๆ 
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  El-Wakil and Abdou (2007) ประยกุตว์ธีิการแยกอโดเมียนบนสมการเชิงฟิสิกส์ไม่เชิง
เส้น ซ่ึงแบบจ าลองทางฟิสิกส์มีความน่าสนใจในการพิจารณาและจะหาผลเฉลยของสมการน้ีโดย
วธีิการแยกอโดเมียน และในการค านวณหาผลเฉลยท าใหผ้ลเฉลยท่ีไดมี้ความถูกตอ้ง แม่นย  า 
 Al-Hayani (2011) ประยกุตว์ิธีการแยกอโดเมียนกบัฟังกช์นัของกรีนส าหรับปัญหาค่า
ขอบอนัดบั 6 ท่ีแบบเชิงเส้นและแบบไม่เป็นเชิงเส้น ส าหรับการหาผลเฉลยของปัญหาค่าขอบ
อนัดบัสูง โดยก าหนดเง่ือนไขขอบเป็นอนุพนัธ์อนัดบัคู่ จากการค านวณผลเฉลยท่ีไดแ้สดงใหเ้ห็น
วา่วธีิการแยกอโดเมียนมีความแม่นย  าสูง มีความเหมาะสมและมีประสิทธิภาพ  
 งานวจิยัท่ีศึกษาการประยกุตว์ธีิการแยกอโดเมียน แสดงใหเ้ห็นวา่ นอกจากวธีิการแยก 
อโดเมียนจะสามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั และสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยไดแ้ลว้ 
วธีิการแยกอโดเมียนน้ียงัสามารถน าไปประยกุตก์บัสมการ ระบบสมการ การแปลงลาปลาซ และ
ปัญหาทางดา้นวทิยาศาสตร์ไดอี้กดว้ย ซ่ึงท าใหก้ารค านวณนอ้ยลง และผลเฉลยท่ีไดมี้ความถูกตอ้ง  
 
2.5  งานวจิัยทีศึ่กษาการแปลงธรรมชาติ   
 การแปลงธรรมชาติ เป็นการแปลงเชิงอินทิกรัลท่ีมีลกัษณะคลา้ยกบัการแปลงลาปลาซ มี
นกัวจิยัน าการแปลงธรรมชาติไปใชห้าผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัและสมการเชิงอนุพนัธ์
ยอ่ยแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น ซ่ึงเป็นอีกวธีิหน่ึงท่ีมีประสิทธิภาพ และมีนกัวจิยัท่ีได้
ท  าการศึกษา ดงัน้ี 
 Khan and Khan (2008) พิจารณาทฤษฎีบทพื้นฐานของการแปลงธรรมชาติ พร้อมกบั
ยกตวัอยา่งและแสดงตารางการแปลงธรรมชาติ (Natural Transforms) ซ่ึงความพิเศษของการแปลง
ธรรมชาติน้ี คือจะลู่เขา้สู่การแปลงลาปลาซและการแปลงซูมูดู ซ่ึงการแปลงธรรมชาติสามารถน าไป
ประยกุตก์บัปัญหาการไหลของของไหลได ้ 

Rawashdeh and Maitama (2014) หาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย โดย 
วธีิการแยกธรรมชาติ (Natural Decomposition Method) ซ่ึงจะพิจารณาสมการ 2 สมการ พร้อมกบั
เง่ือนไขเร่ิมตน้ท่ีอยูใ่นรูป 

      
 

  02

02





xxxxt

xxxxt

vwwwww

vwvvvv
    

เง่ือนไขเร่ิมตน้ 

         
   xxw

xxv

sin0,

sin0,



  
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และ 

      
wvpvpw

vpwpwv

pwvwvp

xyyxt

xyyxt

xyyxt







  

เง่ือนไขเร่ิมตน้ 

      
 

 

  xy

yx

yx

eyxw

eyxv

eyxp













0,,

0,,

0,,

 

จากการหาผลเฉลยของทั้งสองสมการจะพบวา่ วธีิการแยกธรรมชาติเป็นวธีิท่ีสามารถน าไปใชใ้น
การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
 Rawashdeh and Maitama (2015) หาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัแบบไม่เชิง
เส้น โดยวธีิการแยกธรรมชาติ ซ่ึงมีพื้นฐานมาจากวธีิการแปลงธรรมชาติและวธีิการแยกอโดเมียน 
คือ เร่ิมตน้จากการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์โดยวธีิการแปลงธรรมชาติ และใหผ้ลเฉลยอยูใ่นรูปของ
อนุกรมอนนัต ์และใชว้ธีิการแยกอโดเมียนเพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ ดงักล่าว ซ่ึงผล
เฉลยท่ีไดจ้ากวธีิการแยกธรรมชาติมีค่าตรงกบัผลเฉลยแบบแม่นตรง 
 ส าหรับงานวจิยัน้ีจะน าเสนอการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน เพื่อหาผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้นอนัดบัท่ี n  โดยมีตวัด าเนินการและตวั
ด าเนินการผกผนั ตามล าดบั ดงัน้ี 

 
   

 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL  

และ
            

        
 

   
 

  



n

x x x x
dxxPdxxP

dxdxdxdxeeL ...
0 0 0 0

1

    
  

โดยในงานวิจยัน้ีผูว้จิยัไดแ้นวคิดมาจากงานวิจยัของ Hosseini and Jafari (2009) ซ่ึงจะน าตวั
ด าเนินการดงักล่าวมาใชใ้นการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
(1.7) และ (1.8) ตามล าดบั โดยท่ีงานวจิยัน้ีสนใจสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ี   2,,, nyyxF   เป็น
ฟังกช์นัของ  2ny  ซ่ึงในงานวจิยัของ Hosseini and Jafari (2009) ไม่ไดน้ าเสนอไว ้ และ
นอกจากน้ีจะน าวธีิการแยกอโดเมียนไปท าการพิสูจน์สูตรการแปลงธรรมชาติ
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บทที ่3 

วธีิด าเนินการ 

 
 ส าหรับงานวจิยัในบทน้ีจะกล่าวถึงขั้นตอนวธีิการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์โดย
วธีิการแยกอโดเมียนและขั้นตอนการหาตวัด าเนินการเชิงเส้น   L  ส าหรับการหาผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพนัธ์โดยการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน และน าวธีิการแยกอโดเมียนไปท าการ
พิสูจนห์าสูตรการแปลงธรรมชาติ  
 

 3.1  วธิีการแยกอโดเมยีน (Adomian Decomposition Method) 
 วธีิการแยกอโดเมียน  ซ่ึง Adomian (1988) เป็นผูเ้ร่ิมตน้วิธีการแยกอโดเมียนเพื่อใชห้า
ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั และสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
โดยวธีิการแยกอโดเมียนใหผ้ลเฉลยอยูใ่นรูปของอนุกรมอนนัต ์และการหาผลเฉลยของวธีิการ
แยกอโดเมียนมีวธีิด าเนินการ ดงัน้ี  
พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์ อนัดบั n  ท่ีเขียนในรูปทัว่ไป จะได ้

      

       1

1

10

)2()1()(

0,...,0,0

,...,,











n

n

nnn

yyy

xgyyxFyxPy


   (3.1.1) 

เม่ือ   2,,, nyyxF   แทน ฟังกช์นัของอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้นอนัดบัท่ี 2n  และ   0xP  และ
 xg  แทน พจน์แหล่งตน้ทาง (Source Term) 

จดัรูปสมการ (3.1.1) จะได ้
      )2()1()( ,...,,   nnn yyxFyxPxgy    (3.1.2) 

นิยามตวัด าเนินการ  L  

เม่ือ    
n

n

dx

d
L  

จากสมการ (3.1.2) เขียนแทนดว้ย  

              21 ,...,,   nn yyxFyxPxgxyL            (3.1.3) 
 จากนั้นจะน าตวัด าเนินการ  L  ไปหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัท่ีอยูใ่นรูป 

       xgyxPy nn  1  และ          xgyyxFyxPy nnn   ),...,,( 21  พร้อมกบัเง่ือนไข
เร่ิมตน้ ซ่ึงจะนิยามตวัด าเนินการและตวัด าเนินการผกผนั ดงัน้ี
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 นิยามตวัด าเนินการ 
              

   
n

n

dx

d
L ; n 1, 2,… 

 จะไดต้วัด าเนินการผกผนั 
  
 

   
  
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x x x

dxdxL ...
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พสูิจน์ โดยอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ก าหนดให ้  nP  แทนขอ้ความ 

 นิยามตวัด าเนินการ 
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dx

d
L ; n 1, 2,… 

 จะไดต้วัด าเนินการผกผนั 
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1) จะพิสูจน์  1P  เป็นจริง 

 นิยามตวัด าเนินการ                
1

1

dx

d
L
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 จะไดต้วัด าเนินการผกผนั 
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     01 yxyyLL   
ดงันั้น  1P  เป็นจริง 
2) ให ้  kP  เป็นจริง นัน่คือ 

 นิยามตวัด าเนินการ 
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จะพิสูจน์วา่  1kP  เป็นจริง นัน่คือ 

 นิยามตวัด าเนินการ 
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จาก  kP  เป็นจริง จะได้
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เพราะฉะนั้น จะไดว้า่ 
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นัน่คือ  
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ดงันั้น จะไดผ้ลเฉลย    210 yyyxy  
                                                                                                                                                   
 ล าดบัถดัไป จะแสดงตวัอยา่งของการแกส้มการเชิงอนุพนัธ์ โดยวธีิการแยกอโดเมียน 
ตัวอย่างที ่3.1.1  แสดงการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 2 พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 
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จากสมการ (3.1.7) จะได ้  
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                         yxFLyxPLxgLyxyxy ,00 111                  (3.1.9)
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โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให้   
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 ดงันั้น จะไดผ้ลเฉลย    210 yyyxy  
                                                                                                                                                            
ตัวอย่างที ่3.1.2  แสดงการหาผลเฉลยของปัญหาค่าเร่ิมตน้เชิงเส้น 
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จากนั้น จะได ้
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 Babolian et al., 2005 แสดงการหาผลเฉลยของปัญหาโปรเจกไทล์ 

      
   

rg FFtvm            (3.1.14) 
ก าหนดให ้ kgm 11.0 ,   smv /80  , mgFg  , 2kvFr  , 2/8.9 smg   และ

mkgk /002.0  
วธีิท า จากสมการ (3.1.14) แทนค่า gF  และ rF  จะได ้

      
   tkvmgtvm 2           (3.1.15) 

จากสมการ (3.1.15) จะไดปั้ญหาค่าเร่ิมตน้ ดงัน้ี 

         
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gtv

          
(3.1.16) 

ให ้    
dt

d
L  

จากสมการท่ี (3.1.16) จะได ้  

        
 

m
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2

           (3.1.17) 
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และ    dxL

t

 

0

1  

น า 1L  มาด าเนินการกบัสมการ (3.1.17) จะได ้
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m

k
gLvtv 2110              (3.1.18) 

โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให้   
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
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จากสมการ (3.1.18) จะได ้
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 การหาผลเฉลยโดยวธีิการแยกอโดเมียนกบัการปรับปรุงวิธีการแยกอโดเมียน มีขั้นตอน
และวธีิการหาผลเฉลยท่ีเหมือนกนั จะแตกต่างกนัท่ีตวัด าเนินการและตวัด าเนินการผกผนั ซ่ึง       
ตวัด าเนินการและตวัด าเนินการผกผนั โดยการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน สามารถหาไดด้งัน้ี 
 

3.2  การปรับปรุงวธิีการแยกอโดเมยีน  (Modification Adomian decomposition –
 

       Method) 
 ส าหรับการหาผลเฉลยของวิธีการแยกอโดเมียนแบบดั้งเดิมในสมการเชิงอนุพนัธ์อาจจะ
ท าใหก้ารหาผลเฉลยเป็นไปดว้ยความยาก ล าบาก ดงันั้นจึงไดมี้นกัวจิยัไดท้  าการปรับปรุงวธีิการ
แยกอโดเมียนเพื่อท่ีจะท าให้หาผลเฉลยไดง่้าย โดย Hosseini and Jafari (2009) ไดเ้สนอตวั
ด าเนินการเชิงอนุพนัธ์ ซ่ึงมีขั้นตอนในการหาตวัด าเนินการเชิงอนุพนัธ์ จะแบ่งเป็น 2 กรณี คือ 
 1 ตวัด าเนินการ L  ส าหรับสมการ        xgyxPy nn  1  
 2 ตวัด าเนินการ L  ส าหรับสมการ           xgyyxFyxPy nnn   21 ,,,   
 
 ส าหรับงานวจิยัน้ีผูว้จิยัตอ้งการท่ีจะน าตวัด าเนินการ  L  ไปหาผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพนัธ์สามญัแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้นท่ีอยูใ่นรูป        xgyxPy nn  1  และ 

         xgyyxFyxPy nnn   ),...,,( 21  ตามล าดบั 
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1) จะพิสูจน์  1P  เป็นจริง 
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2) ให ้  kP  เป็นจริง นัน่คือ 
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จะพิสูจน์วา่  1kP  เป็นจริง นัน่คือ 
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จาก  kP  เป็นจริง จะได้
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ดงันั้น  1kP  เป็นจริง 
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 ล าดบัถดัมา จะเป็นขั้นตอนการหาตวัด าเนิน  L  ส าหรับสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัแบบ
เชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น ซ่ึงจะแสดงในหวัขอ้ 3.2.1 และ 3.2.2 ตามล าดบั 
 3.2.1  ขั้นตอนการหาตัวด าเนินการ Lส าหรับสมการ        xgyxPy nn  1  
  3.2.1.1  พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์  อนัดบัหน่ึง ท่ีเขียนอยูใ่นรูป 

        xgyxPy               (3.2.1) 

น า     dxxPdxxP

ee  คูณตลอดสมการ (3.2.1) จะได ้

            
 yxPeeyee

dxxPdxxPdxxPdxxP    =  xg  

จดัรูปใหม่เป็น        
 






  yxPeyee
dxxPdxxPdxxP  =  xg            (3.2.2) 

จาก    xPdxxP
dx

d
    สมการ (3.2.2) เขียนแทนดว้ย    

     
     

  






 




dxxP
dx

d
yeyee

dxxPdxxPdxxP =  xg                     (3.2.3)

จาก  
 

 


dxxPdxxP

e
dx

d
dxxP

dx

d
e   สมการ (3.2.3) แทนดว้ย  

     








  dxxPdxxPdxxP

e
dx

d
yyee  =  xg             (3.2.4) 

จดัรูปสมการ (3.2.4) จะได ้

 
     








  dxxPdxxPdxxP

e
dx

d
y

dx

dy
ee  =  xg                              (3.2.5) 

จาก      
ye

dx

d
e

dx

d
y

dx

dy
e

dxxPdxxPdxxP              (3.2.6) 

น าสมการ (3.2.6)  แทนในสมการ (3.2.5) จะได ้  

 
   








  ye
dx

d
e

dxxPdxxP  =  xg  

เพราะฉะนั้น        xgyL    

เม่ือ     
   

 









 dxxPdxxP

e
dx

d
eL              

(3.2.7) 
ดงันั้น ตวัด าเนินการ L  ส าหรับสมการ    xgyxPy   คือ 

   
   

 









 dxxPdxxP

e
dx

d
eL  
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  3.2.1.2  พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์  อนัดบัสองท่ีเขียนอยูใ่นรูป 
      xgyxPy       (3.2.8) 

น า     dxxPdxxP

ee   คูณตลอดสมการ (3.2.8) จะได ้

             
 yxPeeyee

dxxPdxxPdxxPdxxP
 

 =  xg   

จดัรูปใหม่เป็น 
           

     
 






  yxPeyee
dxxPdxxPdxxP  =  xg            (3.2.9) 

จาก    xPdxxP
dx

d
  สมการ (3.2.9) เขียนแทนดว้ย 

    
              

     
  







 




dxxP
dx

d
eyyee

dxxPdxxPdxxP  =  xg         (3.2.10) 

ซ่ึง  
 

 
 


dxxPdxxP

e
dx

d
dxxP

dx

d
e   สมการ (3.2.10) แทนดว้ย 

     
     








  dxxPdxxPdxxP

e
dx

d
yyee  =  xg          (3.2.11) 

จากสมการ (3.2.11) เขียนใหม่ได ้

          








 
 dxxPdxxPdxxP

e
dx

d
y

dx

yd
ee  =  xg          (3.2.12) 

จาก      
ye

dx

d
e

dx

d
y

dx

yd
e

dxxPdxxPdxxP


           (3.2.13) 

น าสมการ (3.2.13) แทนในสมการ (3.2.12) จะได ้  

        







  ye
dx

d
e

dxxPdxxP  =  xg   

หรือ
     

   







 

dx

dy
e

dx

d
e

dxxPdxxP  =  xg  

ดงันั้น        xgyL     

เม่ือ 
     

 
   

 











dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP

          
(3.2.14) 

ดงันั้น ตวัด าเนินการ L  ส าหรับสมการ    xgyxPy   คือ
 

 
 

   
 











dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP  
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  3.2.1.3  พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์  อนัดบัสามท่ีเขียนอยูใ่นรูป 

        xgyxPy             (3.2.15) 

น า     dxxPdxxP

ee  คูณตลอดสมการ (3.2.15) จะได ้

     
       

 yxPeeyee
dxxPdxxPdxxPdxxP

 

 =  xg  

จดัรูปใหม่เป็น        
 






  yxPeyee
dxxPdxxPdxxP  =  xg          (3.2.16) 

จาก    xPdxxP
dx

d
  สมการ (3.2.16) เขียนแทนดว้ย 

          
  







 




dxxP
dx

d
eyyee

dxxPdxxPdxxP  =  xg         (3.2.17) 

เน่ืองจาก  
 

 


dxxPdxxP

e
dx

d
dxxP

dx

d
e

 
สมการ (3.2.17) แทนดว้ย

 
 

     
 

     








  dxxPdxxPdxxP

e
dx

d
yyee  =  xg          (3.2.18) 

จดัรูปสมการ (3.2.18) จะได้
 

     
     








 
 dxxPdxxPdxxP

e
dx

d
y

dx

yd
ee  =  xg                 (3.2.19) 

ซ่ึง 
    

     
ye

dx

d
e

dx

d
y

dx

yd
e

dxxPdxxPdxxP




                              
(3.2.20) 

น าสมการ (3.2.20) แทนในสมการ (3.2.19) จะได ้
 

     
   








  ye
dx

d
e

dxxPdxxP =  xg  

หรือ        








 
2

2

dx

yd
e

dx

d
e

dxxPdxxP =  xg  

เพราะฉะนั้น จะได ้     xgyL     
เม่ือ 

  
 

   
 











2

2

dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP           (3.2.21) 

ดงันั้น ตวัด าเนินการ Lส าหรับสมการ    xgyxPy   คือ 

   
 

   
 











2

2

dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP
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3.2.1.4  พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์  อนัดบั n

 สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ี n ;      xgyxPy nn   )1()(  

จะมีตวัด าเนินการเป็น    
   

 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL , ,...2,1n  

จะได ้      )(xgyL   
พสูิจน์ โดยอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ก าหนดให ้  nP  แทนขอ้ความ  
 สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ี n ;        xgyxPy nn   )1()(  

 จะมีตวัด าเนินการเป็น     
   

 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL , ,...2,1n  

1) จะพิสูจน์  1P  เป็นจริง 
 สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 1 ;      xgyxPy   

    จะมีตวัด าเนินการเป็น  
   

 














11

11

dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP

 

    
   

        
   

 









 dxxPdxxP

e
dx

d
e  

 ซ่ึงเป็นจริง จากการพิสูจน์ในหวัขอ้ 3.2.1.1 หนา้ 24-25 
    ดงันั้น  1P  เป็นจริง 

2) ให ้  kP  เป็นจริง นัน่คือ 
 สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ี k ;   

       xgyxPy kk  1              

 จะมีตวัด าเนินการเป็น  
   

 














1

1

k

k
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL , ,...2,1k  

จะพิสูจน์วา่  1kP  เป็นจริง 
 นัน่คือ   

       xgyxPy kk 1

             
 

      
 

   
 











k

k
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL  

จาก  kP  เป็นจริง จะได ้
 สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ี k ;   

       xgyxPy kk  1

         (3.2.22) 

       

   
 xgy

dx

d
e

dx

d
e

k

k
dxxPdxxP








 





1

1
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จากสมการ (3.2.22) เขียนในรูป y ไดด้งัน้ี 

               xgyxPy
kk


1  

       

   
 xgy

dx

d
e

dx

d
e

k

k
dxxPdxxP
















1

1

 

เพราะฉะนั้น จะได ้

      
       xgyxPy kk 1  

      

   
 xgy

dx

d
e

dx

d
e

k

k
dxxPdxxP








   

 ดงันั้น  1kP  เป็นจริง    
เพราะฉะนั้น  จากสมการ    xgyxPy nn   )1()(  

   จะได ้
 
 

   
 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL , n 1, 2,…   เป็นจริง 

 
 3.2.2  ขั้นตอนการหาตัวด าเนินการ Lของ           xgyxFyxPy nnn   21 ,,  
  3.2.2.1  พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์  อนัดบัสองท่ีเขียนอยูใ่นรูป 
         xgyxFyxPy  ),(   
จดัรูปสมการใหม่  จะได ้  
          ),( yxFxgyxPy           (3.2.23) 

น า     dxxPdxxP

ee   คูณตลอดสมการ (3.2.23) จะได ้

           
 yxPeeyee

dxxPdxxPdxxPdxxP
 

 =    yxFxg ,  

         
 






  yxPeyee
dxxPdxxPdxxP  =    yxFxg ,         (3.2.24) 

จาก    xPdxxP
dx

d
  สมการ (3.2.24)  เขียนแทนดว้ย   

     

                           

     
  







 




dxxP
dx

d
eyyee

dxxPdxxPdxxP  =    yxFxg ,    (3.2.25) 

จาก  
 

 


dxxPdxxP

e
dx

d
dxxP

dx

d
e  สมการ (3.2.25) แทนดว้ย  

    
     








  dxxPdxxPdxxP

e
dx

d
yyee  =    yxFxg ,  

หรือ         








 
 dxxPdxxPdxxP

e
dx

d
y

dx

yd
ee

 

=    yxFxg ,         (3.2.26) 

จะเห็นวา่       
ye

dx

d
e

dx

d
y

dx

yd
e

dxxPdxxPdxxP


           (3.2.27)
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น าสมการ (3.2.27) แทนในสมการ (3.2.26) จะได้
 

    
   








  ye
dx

d
e

dxxPdxxP  =    yxFxg ,  

หรือ       







 

dx

dy
e

dx

d
e

dxxPdxxP

 
=    yxFxg ,  

ดงันั้น       yxFxgyL ,   

 เม่ือ   
   

 











dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP            (3.2.28) 

ดงันั้น ตวัด าเนินการ L  ส าหรับสมการ      yxFxgyxFyxPy ,),(   คือ
  

  
 

   
 











dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP    

 
  3.2.2.2 พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์  อนัดบัสามท่ีเขียนอยูใ่นรูป 
         xgyyxFyxPy  ),,(  
จดัรูปใหม่  จะได ้    
          ),,( yyxFxgyxPy           (3.2.29) 

น า     dxxPdxxP

ee   คูณตลอดสมการ (3.2.29) จะได ้

           
 yxPeeyee

dxxPdxxPdxxPdxxP
  =    yyxFxg  ,,  

         
 






  yxPeyee
dxxPdxxPdxxP  =    yyxFxg  ,,           (3.2.30)  

จาก    xPdxxP
dx

d
  สมการ (3.2.30) เขียนแทนดว้ย 

        
  







 




dxxP
dx

d
eyyee

dxxPdxxPdxxP  =    yyxFxg  ,,   (3.2.31) 

ซ่ึง  
 

 


dxxPdxxP

e
dx

d
dxxP

dx

d
e สมการ (3.2.31) แทนดว้ย  

        








  dxxPdxxPdxxP

e
dx

d
yyee  =    yyxFxg  ,,   

หรือ        








 
 dxxPdxxPdxxP

e
dx

d
y

dx

yd
ee  =    yyxFxg  ,,         (3.2.32) 

และจาก      
ye

dx

d
e

dx

d
y

dx

yd
e

dxxPdxxPdxxP


             (3.2.33) 

น าสมการ (3.2.33) แทนใน (3.2.32) จะได ้

      







  ye
dx

d
e

dxxPdxxP  =    yyxFxg  ,,
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หรือ      








 
2

2

dx

yd
e

dx

d
e

dxxPdxxP  =    yyxFxg  ,,  

ดงันั้น       yyxFxgyL  ,,   
เม่ือ   

   
 











2

2

dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP            (3.2.34) 

ดงันั้น ตวัด าเนินการ L  ส าหรับสมการ      yyxFxgyyxFyxPy  ,,),,(  คือ
 

  
 

   
 











2

2

dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP   

  
  3.2.2.3  พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์  อนัดบั n  
สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ี n ;         2)1()( ,,,   nnn yyxFxgyxPy   

จะมีตวัด าเนินการเป็น    
   

 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL , ,...2,1n  

จะได ้        2,,,)(  nyyxFxgyL   
พสูิจน์ โดยอุปนยัคณิตศาสตร์ ก าหนดให ้  nP  แทนขอ้ความ  
 สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ี n ;         2)1()( ,,,   nnn yyxFxgyxPy   

 จะมีตวัด าเนินการเป็น  
   

 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL , ,...2,1n  

1) จะพิสูจน์  1P  เป็นจริง 
 สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 1 ;      xgyxPy   

    จะมีตวัด าเนินการเป็น  
   

 














11

11

dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP

 

    
   

     
  

   
 









 dxxPdxxP

e
dx

d
e  

 ซ่ึงเป็นจริง จากการพิสูจน์ในหนา้ 23 
    ดงันั้น  1P  เป็นจริง 

2) ให ้  kP  เป็นจริง นัน่คือ 
 สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ี k ;            21 ,,,   kkk yyxFxgyxPy        

 จะมีตวัด าเนินการเป็น             
   

 
   

 














1

1

k

k
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL , k 1, 2,… 
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จะพิสูจน์วา่  1kP  เป็นจริง
  นัน่คือ    

       xgyxPy kk 1   1,,,  kyyxF              

      
 

   
 











k

k
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL

 
จาก  kP  เป็นจริง จะได้

 
 

สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ี k ;  
      

       xgyxPy kk  1   2,,,  kyyxF          (3.2.35)
 

      
   

 xgy
dx

d
e

dx

d
e

k

k
dxxPdxxP








 





1

1
  2,,,  kyyxF 

จากสมการ (3.2.35) จดัใหอ้ยูใ่นรูป y   จะได้
 

              xgyxPy
kk


1

    2
,,,




k
yyxF   

      

   
 xgy

dx

d
e

dx

d
e

k

k
dxxPdxxP
















1

1
  1,,,  kyyxF 

เพราะฉะนั้น จะได ้

       
       xgyxPy kk 1   1,,,  kyyxF   

      

   
 xgy

dx

d
e

dx

d
e

k

k
dxxPdxxP








    1,,,  kyyxF   

ดงันั้น  1kP  เป็นจริง     
เพราะฉะนั้น  จากสมการ    xgyxPy nn   )1()(   2,,,  nyyxF   

   จะได ้
 
 

   
 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL , ,...2,1n     เป็นจริง  

 



39 
 

 ส าหรับงานวจิยัน้ี จะน าตวัด าเนินการ  L  ท่ีไดไ้ปหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์   
ซ่ึงจะไดต้วัด าเนินการ  L  ดงัต่อไปน้ี 
ตารางท่ี 2 สรุปตวัด าเนินการ  L  ส าหรับสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
 

 
 

สมการเชิงอนุพนัธ์ ตวัด าเนินการ  L  

   xgyxPy    
   

 









 dxxPdxxP

e
dx

d
eL  

   xgyxPy    
   

 











dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP  

   xgyxPy    
   

 











2

2

dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP  

   xgyxPy nn   )1()(

  
   

 














1

1

n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL ,

,...2,1n

    xgyxFyxPy  ),(   
   

 











dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP

 
   xgyyxFyxPy  ),,(    

   
 











2

2

dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP

 
   xgyyxFyxPy nnn   ),...,,( )2()1()(

  
   

  ,
1

1
















n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL

,...2,1n  
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 ล าดบัถดัไป จะเป็นขั้นตอนวิธีการด าเนินการหาสูตรการแปลงธรรมชาติ โดยวิธีการ  
แยกอโดเมียน ซ่ึงมีวธีิด าเนินการ ดงัน้ี 
 
3.3  วธิีการแปลงธรรมชาติ  โดยวธิีการแยกอโดเมยีน  
 ในงานวจิยัน้ีจะน าวธีิการแยกอโดเมียนไปประยกุตก์บัสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 เพื่อ
หาสูตรการแปลงธรรมชาติ ซ่ึงมีขั้นตอนวธีิด าเนินการ ดงัน้ี 
  พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 

        

  00 



y

utQytP
dt

dy

             (3.3.2) 

จากสมการ (3.3.2) ใหต้วัด าเนินการ 
dt

d
L   จะได ้

     
 
     
  00 



y

utQytPyL            (3.3.11) 

จดัรูปสมการ (3.3.11) จะได ้

     
  

 
   

 yL
tPtP

utQ
y

1
            (3.3.12) 

โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให้   





0i

iyty  

น า  tf  คูณตลอดสมการ (3.3.2) จะได ้

              utQtfytPtf
dt

dy
tf                       (3.3.3)  

พิจารณาพจน์ทางซา้ยมือของสมการ (3.3.3) จะพบวา่ 

             ytf
dt

d
ytPtf

dt

dy
tf                     (3.3.4) 

เม่ือ   
 

dttP

etf  

น า   ytf
dt

d  แทนในสมการ (3.3.3) จะได ้     

           utQtfytf
dt

d
                       (3.3.5) 

อินทิเกรตทั้งสองขา้งของสมการ (3.3.5) จะได ้

             dtutQtfdtytf
dt

d             (3.3.6) 

จากสมการ (3.3.6) จะได ้
             dtutQtftfty                   (3.3.7)
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น า  
 

dttP

etf  แทนในสมการ (3.3.7) จะได ้
      

   
 

 dtutQeety
dttPdttP             (3.3.8) 

ให ้   stP  , 0s จากสมการ (3.3.8) จะได ้  
        

  dtutQeety stst                      (3.3.9) 

โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให้   





0i

iyty   

จากสมการ (3.3.1) และ (3.3.9) จะได ้     
 

 
    

x

i

i

st

x

st yedtutQetQN

000

lim 







 











          (3.3.10) 

จากสมการ (3.3.2) ใหต้วัด าเนินการ 
dt

d
L   จะได ้

     
 
     
  00 



y

utQytPyL            (3.3.11) 

จดัรูปสมการ (3.3.11) จะได ้

     
  

 
   

 yL
tPtP

utQ
y

1
            (3.3.12) 

โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให้   





0i

iyty  

จากสมการ (3.3.12) จะได ้

      
   









 







 00

1

i

i

i

i yL
tPtP

utQ
y           (3.3.13) 

จาสมการ (3.3.13) จะได ้

 
 
   

   210210

1
yyyL

tPtP

utQ
yyy

  
จดัรูปใหม่ จะได ้

 
 
   

 
 

 
 

    210210

111
yL

tP
yL

tP
yL

tPtP

utQ
yyy

 
เพราะฉะนั้น 

 

 
 
 tP

utQ
y 0  

 
 

 
 
  











tP

utQ
L

P
yL

tP
y

11
01
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  
 

   
 
 

 
 

 
 



































tP

utQ
L

tPtP

utQ
L

tP
L

tP
yL

tP
y 2

2

2

12

1
1

111

 

  
 

 
  











tP

utQ
L

tP
y i

i

i

i

1
1  

โดยท่ี ;
i

i
i

dt

d
L 

 
0i  

 จากนั้นเราจะหาสูตรการแปลงธรรมชาติ โดยวธีิการแยกอโดเมียน ซ่ึงสมการท่ีไดจ้ะอยู่
ในรูป  

     
    

x

i

i

st

x

st yedtutQetQN

000

lim 







 











  

โดยรายละเอียดและการหาสูตรการแปลงธรรมชาติ จะแสดงในบทท่ี 4
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บทที ่4 

ผลการวจิยั 
 
 ในงานวจิยัน้ีจะท ากาหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น
ท่ีอยูใ่นรูป 

       xgyxPy nn  1  และ          xgyyxFyxPy nnn   ),...,,( 21

  พร้อม

เง่ือนไขเร่ิมตน้ ท่ีมีตวัด าเนินการ  L  อยูใ่นรูปทัว่ไป ดงัน้ี  
   

,
1

1








 





n

n
dxxPdxxP

dx

d
e

dx

d
eL

n 1, 2,… ซ่ึงจะแสดงในหวัขอ้ 4.1,  4.2  ตามล าดบั จะน าเสนอการหาผลเฉลยโดยวธีิดงักล่าว 
โดยใชต้วัอยา่ง ซ่ึงตวัอยา่งท่ีน าเสนอในงานวจิยัน้ีจะน าเสนอจากสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 ไปยงั
อนัดบัสูง และน าเสนอจากสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ีเป็นเชิงเส้นไปยงัไม่เชิงเส้น และหาสูตรการแปลง
ธรรมชาติ โดยวธีิการแยกอโดเมียน โดยจะแสดงไวใ้นหวัขอ้ 4.3  
 

4.1  การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ทีอ่ยู่ในรูป        xgyxPy nn  1  

ตัวอย่างที ่4.1.1  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 

    
  00

122





y

xyy               (4.1.1) 

วธีิท า  เน่ืองจาก 1n  และ   2xP  จะได ้ 

    
 

  xdxdxxP

xdxdxxP

eee

eee

22

22



 

             (4.1.2) 

เพราะฉะนั้น จะไดต้วัด าเนินการ  L  และ  1L  ดงัน้ี 

    

 

 
   

 

    















xx

dxxPdxxP

e
dx

d
eL

e
dx

d
eL

22

            (4.1.3)      

และ 

    
 

   
 

   











x

xx

x
dxxPdxxP

dxeeL

dxeeL

0

221

0

1

             (4.1.4)
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จากสมการ (4.1.1) จะได ้

         1211   xLyLL  
             120 1   xLyxy  
                   121   xLxy                 (4.1.5) 

โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให ้ 





0i

iyy   

จากสมการ (4.1.5) จะได ้

         121

0

 




 xLy
i

i  

  121

210   xLyyy               (4.1.6) 
จากสมการ (4.1.6) สามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 
หา 0y ;       121

0   xLy   

        

x

dxxee

x

xx



 


0

22 12  

หา 1y ;       121

10   xLyy   
       01 y  
ในท านองเดียวกนั จะได ้ 032  yy  
ดงันั้น ผลเฉลย    210 yyyxy  

     x  
 
ตัวอย่างที ่4.1.2  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 

    
    10,10

2
2



 

yy

xeyxy x

              (4.1.7) 

วธีิท า  เน่ืองจาก 2n และ   xxP 2 จะได ้ 

   
 

 

  2

2

2

2

xxdxdxxP

xxdxdxxP

eee

eee



 

             (4.1.8) 

เพราะฉะนั้น จะไดต้วัด าเนินการ  L  และ  1L  ดงัน้ี 

    
 

   
 

   























dx

d
e

dx

d
eL

dx

d
e

dx

d
eL

xx

dxxPdxxP

22

            (4.1.9)   
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  และ 

    
 

   
 

    dxdxeeL

dxdxeeL

x x

xx

x x
dxxPdxxP

 

 









0 0

1

0 0

1

22

          (4.1.10) 

จากสมการ (4.1.7) จะได ้

       211 xxeLyLL    
            2100 xxeLyxyxy   
          211 xxeLxxy             (4.1.11) 
โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให ้ 






0i

iyy   

จากสมการ (4.1.11) จะได ้

      21

0

1 x

i

i xeLxy 




  

   21

210 1 xxeLxyyy             (4.1.12) 
จากสมการ (4.1.12) สามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 
หา 0y ;       21

0 1 xxeLxy    

       
 



  


9753

0 0

108

1

28

1

10

1

6

1
1

1
222

xxxxx

dxdxxeeex

x x

xxx

 

หา 1y ;    21

10 1 xxeLxyy    
       01 y  
ในท านองเดียวกนั จะได ้ 032  yy  
ดงันั้น ผลเฉลย    210 yyyxy  

       9753

108

1

28

1

10

1

6

1
1 xxxxx  
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ตัวอย่างที ่4.1.3  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 

     
    100

2 2





yyy

exyy x

           (4.1.13) 

วธีิท า  เน่ืองจาก 3n  และ   1xP  จะได ้

    
   

    xdxdxxP

xdxdxxP

eee

eee









1

1

           (4.1.14) 

เพราะฉะนั้น จะไดต้วัด าเนินการ  L  และ  1L  ดงัน้ี 

    
 

   
 

   























2

2

2

2

dx

d
e

dx

d
eL

dx

d
e

dx

d
eL

xx

dxxPdxxP

          (4.1.15)     

และ

 

    

 
   

 

    dxdxdxeeL

dxdxdxeeL

x x x

xx

x x x
dxxPdxxP

  

  









0 0 0

1

0 0 0

1

          (4.1.16) 

จากสมการ (4.1.13) จะได ้

        xexLyLL 211 2   

               xexLy
x

yxyxy 21
2

20
2

00  

 

         xexL
x

xxy 21
2

2
2

1             (4.1.17) 

โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให ้ 





0i

iyy   

จากสมการ (4.1.17) จะได ้

      x

i

i exL
x

xy 21
2

0

2
2

1  




  

   xexL
x

xyyy 21
2

210 2
2

1             (4.1.18) 

จากสมการ (4.1.18) สามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 

หา 0y ;        xexL
x

xy 21
2

0 2
2

1  
      

             

x x x

xxx dxdxdxexee
x

x
0 0 0

2
2

2
2

1
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        765432

0
1680

37

720

47

120

19

24

7

3

1

2

1
1 xxxxxxxy   

          98

72576

115

2688

17
xx  

หา 1y ;      xexL
x

xyy 21
2

10 2
2

1     

     01 y  
ในท านองเดียวกนั จะได ้ 032  yy  
ดงันั้น ผลเฉลย    210 yyyxy  

     
765432

1680

37

720

47

120

19

24

7

3

1

2

1
1 xxxxxxx   

      98

72576

115

2688

17
xx  

 
ตัวอย่างที ่4.1.4  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 

    
   
        0000,10

cossintan4





yyyy

xxyxy           (4.1.19) 

วธีิท า  เน่ืองจาก 4n  และ   xxP tan  จะได ้

    
 

 

x
ee

xee

xdxdxxP

xdxdxxP

cos

1

cos

tan

tan



 

           (4.1.20) 

เพราะฉะนั้น จะไดต้วัด าเนินการ  L  และ  1L  ดงัน้ี 

    

 

 
   

 

   





















3

3

3

3

cos

1
cos

dx

d

xdx

d
xL

dx

d
e

dx

d
eL

dxxPdxxP

          (4.1.21)      

และ 

    
 

   
 

    dxdxdxdx
x

xL

dxdxdxdxeeL

xx x x

x x x x
dxxPdxxP

  

   









00 0 0

1

0 0 0 0

1

cos

1
cos

         (4.1.22)
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จากสมการ (4.1.19) จะได ้

       xxLyLL cossin11    

                xxLy
x

y
x

yxyxy cossin0
6

0
2

00 1
32

  

        xxLxy cossin1 1            (4.1.23) 
โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให ้ 






0i

iyy   

จากสมการ (4.1.23) จะได ้

     xxLy
i

i cossin1 1

0






  

   xxLyyy cossin1 1

210

            (4.1.24) 
จากสมการ (4.1.24) สามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 
หา 0y ;       xxLy cossin1 1

0

   

       
 

xxx
x

dxdxdxdxxx
x

x

x x x x

8

7
sin2sin

16

1

12
1

cossin
cos

1
cos1

3

0 0 0 0



    
 

หา 1y ;     xxLyy cossin1 1

10

   
     01 y  
ในท านองเดียวกนั จะได ้ 032  yy  
ดงันั้น ผลเฉลย    210 yyyxy  

     xxx
x

8

7
sin2sin

16

1

12
1

3


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  จากนั้นก็จะเป็นการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์แบบไม่เชิงเส้น โดยการ
ปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน ซ่ึงจะแสดงไดด้งัน้ี 
 

4.2  การหาผลเฉลยของ 
         xgyyxFyxPy nnn   ),...,,( 21  

ตัวอย่างที ่4.2.1  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 

    
  00

2



 

y

eyyy x

              (4.2.1) 

วธีิท า จดัรูปสมการ (4.2.1)  จะได ้ 

    
  00

2



 

y

yeyy x

              (4.2.2) 

เน่ืองจาก 1n และ   1xP  จะได ้

    
 

  xdxdxxP

xdxdxxP

eee

eee



 

1

1

             (4.2.3) 

เพราะฉะนั้น จะไดต้วัด าเนินการ  L  และ  1L  ดงัน้ี 

    
 

   
 

    















xx

dxxPdxxP

e
dx

d
eL

e
dx

d
eL

             (4.2.4)  

และ 

    
 

   
 

   











x

xx

x
dxxPdxxP

dxeeL

dxeeL

0

1

0

1

             (4.2.5) 

จากสมการ (4.2.2) จะได ้
         2111 yLeLyLL x    
            2110 yLeLyxy x    
          211 yLeLxy x                (4.2.6) 

โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให ้ 





0i

iyy  และ    




 
0

22,,,
i

i

n AyyyxF   

จากสมการ (4.2.6) จะได้
 

      







 






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 0
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0 i
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      

210

11

210 AAALeLyyy x            (4.2.7)
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จะไดผ้ลเฉลยอยูใ่นรูปทัว่ไป ดงัน้ี 
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ในท านองเดียวกนัสามารถหา ,, 54 AA
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จากสมการ (4.2.7) สามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 
หา 0y ;        xeLy  1

0   

      

x

x

xxx

xe

dxeee







 
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หา 1y ;        0
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หา 2y ;      10
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210 AALeLyyy x    

       1
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21 ALALyy    
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1
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 
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dxyyee
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





4

5
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4

11

2

11

2

7

2

2

22333233

0

2222

0

10

   

ในท านองเดียวกนัสามารถหา ,,, 543 yyy  
ดงันั้น ผลเฉลย     210 yyyxy  
จากนั้นแทนค่าผลเฉลยของ ,0y ,1y ,2y  ดงัท่ีไดแ้สดงไวแ้ลว้  
 
ตัวอย่างที ่4.2.2  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 

    
  10

1 2





y

xyy
x

y               (4.2.8) 

วธีิท า  เน่ืองจาก 1n และ  
x

xP
1

  จะได ้

    
 

 
xeee

x
eee

x
dx

x
dxxP

x
dx

x
dxxP









 


ln
1

ln
1

1

             (4.2.9)



52 
 

เพราะฉะนั้น จะไดต้วัด าเนินการ  L  และ  1L  ดงัน้ี 

    
 

   
 

    



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






x
dx

d

x
L

e
dx

d
eL

dxxPdxxP

1
           (4.2.10)  

และ 

    
 

   
 

   




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



x

x
dxxPdxxP

dxx
x

L

dxeeL

0

1

0

1

1
           (4.2.11) 

จากสมการ (4.2.8) จะได ้
       211 yxLyLL    
          210 yxLyxy   
        211 yxLxy             (4.2.12) 

โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให ้ 





0i

iyy  และ    




 
0

22,,,
i

i

n AyyyxF   

จากสมการ (4.2.12) จะได้
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
 







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i AxLy  

    

210

1

210 1 AAAxLyyy                           (4.2.13) 
จะไดผ้ลเฉลยอยูใ่นรูปทัว่ไป ดงัน้ี 

    10 y   

       ii AxLy 1
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  
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ในท านองเดียวกนัสามารถหา ,, 54 AA  
จากสมการ (4.2.13) สามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 
หา 0y ;        10 y   
หา 1y ;      0
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หา 2y ;    10

1
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ในท านองเดียวกนัสามารถหา ,,, 543 yyy  
ดงันั้น ผลเฉลย     210 yyyxy  
จากนั้นแทนค่าผลเฉลยของ ,0y ,1y ,2y  ดงัท่ีไดแ้สดงไวข้า้งตน้  
 
ตัวอย่างที ่4.2.3  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 

    
    00,10
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yy

xxyyy             (4.2.14) 

วธีิท า จดัรูปสมการ (4.2.14) จะได ้ 
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เน่ืองจาก 2n และ   1xP  จะได ้
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           (4.2.16) 

จากสมการ (4.2.16) จะไดต้วัด าเนินการ  L  และ  1L  ดงัน้ี 
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          (4.2.17)      

และ 
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จากสมการ (4.2.15) จะได ้
         2111 2 xyLxLyLL    
              211 200 yxLxLyxyxy    
          211 21 yxLxLxy             (4.2.19) 

โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให ้ 
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      







 








 0

11

0

21
i

i

i

i AxLxLy      

     

210

11

210 21 AAAxLxLyyy          (4.2.20) 
จะไดรู้ปทัว่ไปของผลเฉลย ดงัน้ี 
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ในท านองเดียวกนัสามารถหา ,, 54 AA  
จากสมการ (4.2.20) สามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 
หา 0y ;        xLy 21 1
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หา 2y ;      10
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ในท านองเดียวกนัสามารถหา ,,, 543 yyy  

ดงันั้น ผลเฉลย     210 yyyxy  
จากนั้นแทนค่าผลเฉลยของ ,0y ,1y ,2y  ดงัท่ีไดแ้สดงไวข้า้งตน้ 
 
ตัวอย่าง 4.2.4  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 
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            (4.2.21) 

วธีิท า จดัรูปสมการ (4.2.21) จะได้
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ey y

            (4.2.22) 

เน่ืองจาก 2n และ   0xP  จะได ้
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           (4.2.23) 

เพราะฉะนั้น จะไดต้วัด าเนินการ  L  และ  1L  ดงัน้ี 

    
 
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          (4.2.24) 

และ 
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จากสมการ (4.2.22) จะได ้
       yeLyLL 11 2    
            yeLyxyxy 1200   
        yeLxy 12              (4.2.26) 
โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให ้ 
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จากสมการ (4.2.26) จะได ้
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จะไดผ้ลเฉลยอยูใ่นรูปทัว่ไป ดงัน้ี 
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จากสมการ (4.2.27) สามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 
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ในท านองเดียวกนั จะได ้ 
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ตัวอย่าง 4.2.5  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 
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เพราะฉะนั้น จะไดต้วัด าเนินการ  L  และ  1L  ดงัน้ี 
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จากสมการ (4.2.28) จะได ้
         yyLyLyLL ln42 111    
              yyLyLyxyxy ln4200 11    
          yyLyLxy ln421 11             (4.2.32) 
โดยวธีิการแยกอโดเมียน ให ้ 
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จากสมการ (4.2.32) จะได ้
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ในท านองเดียวกนัสามารถหา ,, 54 AA  
จากสมการ (4.2.33) สามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 
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ในท านองเดียวกนั จะได ้ 
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ดงันั้น ผลเฉลย    210 yyyxy  
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ตัวอย่างที ่4.2.6  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 
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วธีิท า จดัรูปสมการ (4.2.34) จะได ้ 
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เน่ืองจาก 3n และ   xxP   จะได ้
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เพราะฉะนั้น จะไดต้วัด าเนินการ  L  และ  1L  ดงัน้ี    
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และ 
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จากสมการ (4.2.35) จะได ้
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จากสมการ (4.2.39) จะได ้

    





















 








 0

12

3

1

0

2

1
i

i

x

i

i ALxeLy  

 
  














 

210

12

3

1

210

2

1 AAALxeLyyy
x

         (4.2.40) 

จะไดผ้ลเฉลยอยูใ่นรูปทัว่ไป ดงัน้ี 
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ตัวอย่างที ่4.2.7  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น พร้อมเง่ือนไขเร่ิมตน้ 
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 จากนั้นจะเป็นการหาสูตรการแปลงธรรมชาติ โดยวธีิการแยกอโดเมียน ซ่ึงสามารถแสดง
ไดด้งัน้ี 
 

 4.3  การหาสูตรการแปลงธรรมชาติ  โดยวธิีการแยกอโดเมยีน 
ตัวอย่างที ่4.3.1  แสดงการหา  1N  
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โดยวธีิการแยกอโดเมียนสามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 
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วธีิท า จากสมการ (3.3.10), ให ้   atetQ   

    
    

x

i

i

st

x

st yedtutQetQN

000

lim 







 











  

จะได ้  
 

   
x

i

i

st

x

autstat yedteeeN

000

lim 







 











  

โดยวธีิการแยกอโดเมียนสามารถหา ,,, 210 yyy  ดงัน้ี 
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ตัวอย่างที ่4.3.4  แสดงการหา  atN sin   
วธีิท า จากสมการ (3.3.10), ให ้   attQ sin  
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ตัวอย่างที ่4.3.5  แสดงการหา  atN cos   
วธีิท า จากสมการ (3.3.10), ให ้   attQ cos  
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ตัวอย่างที ่4.3.6  แสดงการหา  atN sinh   
วธีิท า จากสมการ (3.3.10), ให ้   attQ sinh  
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จากตวัอยา่งท่ี 4.3.1 - 4.3.7 สามารถสรุปไดด้งัน้ี 
ตารางท่ี 3 สรุปสูตรการแปลงธรรมชาติ โดยวธีิการแยกอโดเมียน 
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 ในบทน้ีเราไดแ้สดงการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่     
เชิงเส้น โดยการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน ดงัตวัอยา่งท่ี 4.1.1 - 4.1.4  และตวัอยา่งท่ี             
4.2.1 - 4.2.7 ตามล าดบั และไดแ้สดงการหาสูตรการแปลงธรรมชาติ โดยวธีิการแยกอโดเมียน      
ดงัตวัอยา่งท่ี 4.3.1 - 4.3.7 และจะอภิปรายผลในบทท่ี 5
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บทที ่5 
สรุปและอภปิรายผล 

  
 จากผลการศึกษาในงานวจิยัคร้ังน้ี ท่ีศึกษาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์แบบ 
เชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น โดยการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน และการหาสูตรการแปลง
ธรรมชาติ โดยวธีิการแยกอโดเมียน สามารถสรุปไดด้งัน้ี 
 

5.1  สรุปผลการศึกษา 
 5.1.1  กรณีศึกษาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้นพร้อมกบัเง่ือนไขเร่ิมตน้
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เม่ือ   2,,, nyyxF   แทน ฟังกช์นัของอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้นอนัดบัท่ี 2n  และ   0xP  และ
 xg  แทน พจน์แหล่งตน้ทาง (Source Term) 

 ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเส้นน้ี จะใชว้ธีิการหาผลเฉลย ท่ีเรียกวา่
การปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน ซ่ึงมีขั้นตอนในการผลเฉลย ดงัน้ี 
  5.1.1.1  นิยามตวัด าเนินการเชิงเส้น  L  ท่ีอยูใ่นรูป 
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 5.1.2  กรณีศึกษาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้นพร้อมดว้ยเง่ือนไข
เร่ิมตน้  
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เม่ือ   2,,, nyyxF   แทน ฟังกช์นัของอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้นอนัดบัท่ี 2n  และ   0xP  และ
 xg  แทน พจน์แหล่งตน้ทาง (Source Term) 

 ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้นน้ี จะใชก้ารปรับปรุงวธีิการ-
แยกอโดเมียน ซ่ึงมีขั้นตอนในการผลเฉลย ดงัน้ี 
  5.1.2.1  นิยามตวัด าเนินการเชิงเส้น  L  ท่ีอยูใ่นรูป 
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  5.1.2.2  ใหผ้ลเฉลย  xy  อยูใ่นรูปของอนุกรมอนนัต ์และฟังกช์นัไม่เชิงเส้นอยูใ่นรูป
ของพหุนามอโดเมียน ตามล าดบั ดงัน้ี 
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 ไดจ้ากความสัมพนัธ์เวยีนเกิด (Recurrence Relation) ดงัน้ี 
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 จากการศึกษาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ทั้ง 2 กรณี โดยการปรับปรุงวธีิ    
การแยกอโดเมียน จะพบวา่ วิธีน้ีจะช่วยลดการค านวณและท าใหก้ารค านวณมีความซบัซอ้นนอ้ยลง 
โดยจะรวมเทอมของฟังกช์นั  1ny  ไวก้บัฟังกช์นั  ny  
  
 



81 
 

 5.1.3  กรณีศึกษาการหาสูตรการแปลงธรรมชาติ โดยวธีิการแยกอโดเมียน                       
มีวธีิด าเนินการดงัน้ี 
   พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง  
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5.2  อภิปรายผลการศึกษา 

 5.2.1  ในงานวจิยัน้ีไดแ้นวคิดมาจากงานวจิยัของ Hosseini and Jafari (2009) โดยจะ
สนใจสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น ซ่ึงในงานวจิยัน้ีจะน าเสนอตวัอยา่งของ
สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 ไปยงัอนัดบัสูง นั้นคือ มีการน าเสนอโดยใชต้วัอยา่งท่ีมีความซบัซอ้น
จากนอ้ยไปมาก ดงัตวัอยา่งท่ี 4.1.1 – 4.1.4 และตวัอยา่งท่ี 4.2.1 – 4.2.7 ตามล าดบั โดยมีฟังกช์นัไม่
เชิงเส้น   2,,, nyyxF   เป็นฟังกช์นัของ  2ny  ซ่ึงในงานวจิยัของ Hosseini and Jafari (2009) 



82 
 

ไม่ไดน้ าเสนอไว ้ และขอ้ดีของการปรับปรุงวธีิการแยกอโดเมียน คือ จะลดขั้นตอนในการค านวณ 
โดยการรวมเทอมของฟังกช์นั  1ny  ไวก้บัฟังกช์นั  ny   
 5.2.2  ส าหรับงานวจิยัน้ีไดน้ าวธีิการแยกอโดเมียนไปประยกุตก์บัสมการเชิงอนุพนัธ์
อนัดบั 1 เพื่อหาสูตรการแปลงธรรมชาติ โดยวธีิการแยกอโดเมียน  ดงัตวัอยา่งท่ี 4.3.1 – 4.3.7  ซ่ึง
จะพบวา่วธีิน้ีเป็นวธีิท่ีใหม่  โดยวธีิน้ีจะใชอ้นุพนัธ์ส าหรับหาสูตรการแปลงธรรมชาติ และเป็นวธีิท่ี
ง่าย มีประสิทธิภาพ เม่ือเปรียบเทียบกบัวธีิปกติท่ีใชก้ารหาปริพนัธ์ เพราะการหาอนุพนัธ์สามารถหา
ค่าไดก้บัทุกฟังกช์นั แต่การหาปริพนัธ์บางฟังกช์นัอาจจะมีค่าของปริพนัธ์ท่ีลู่ออกได ้
 

5.3  ข้อเสนอแนะ  
 5.3.1  พฒันาและปรับปรุงตวัด าเนินการ  L  เพื่อน าไปหาผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
 5.3.2  น าการแปลงธรรมชาติร่วมกบัวธีิการแยกอโดเมียน ไปหาผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพนัธ์ทั้งในแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
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