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 These research discusses Pell and Associated Pell sums via the Pell matrix 
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บทที ่1 
บทน า 

 
1.1 ความเป็นมาและความส าคญัของการวจิัย 
 การศึกษาผลบวกเพลล ์และผลบวกเพลลเ์ก่ียวเน่ือง โดยใชเ้มทริกซ์เพลล ์และเมทริกซ์
เพลลเ์ก่ียวเน่ือง  (Pell and Associated Pell Sums by using Pell Matrix and Associated 

Matrix)  ไดรั้บแรงบลัดาลใจจากบทความทางคณิตศาสตร์ เร่ือง Fibonacci and Lucas Sums by 

Matrix Methods (Bahar, 2010, pp. 99-107) ซ่ึงการศึกษาผลบวกเพลล ์และผลบวกเพลล์
เก่ียวเน่ืองน้ี ผูว้จิยัมีแนวคิดท่ีจะใชค้วามรู้พื้นฐานเก่ียวกบัการสร้างเมทริกซ์  Q  และเมทริกซ์ S  
ข้ึนมาเพื่อเป็นพื้นฐานแสดงความสัมพนัธ์ของล าดบัเพลล ์และล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ืองในรูปเมทริกซ์  
อีกทั้งยงัใชส้ าหรับการพิสูจน์ผลบวกเพลล ์และผลบวกเพลลเ์ก่ียวเน่ือง โดยการใชเ้มทริกซ์ เพื่อ
อธิบายผลบวกจ ากดัเพลล ์และเพลลเ์ก่ียวเน่ือง และเพื่อพฒันาการเรียนการสอนทฤษฎีจ านวน
พีชคณิตเชิงเส้น รวมถึงการศึกษาต่อยอดการศึกษาคณิตศาสตร์ในระดบัท่ีสูงข้ึนของนกัศึกษา และ
ผูส้นใจทัว่ไป  ดงันั้น การวิจยัน้ี จึงมีความส าคญัเป็นอยา่งสูงในเชิงการวจิยัทางดา้นคณิตศาสตร์ใน
ระดบัสากล 
 

1.2 วตัถุประสงค์ของการวจิัย 
 ศึกษาผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลแ์ละเพลลเ์ก่ียวเน่ือง โดยใชเ้มทริกซ์เพลล์ และ       
เมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง   
 

1.3 ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับจากการวจิัย 
 สามารถแสดงวธีิการพิสูจน์ทฤษฎีผลบวกจ ากดัล าดบัเพลล ์และเพลลเ์ก่ียวเน่ือง โดยใช้
เมทริกซ์เพลล ์และเมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ืองได ้  
 

1.4 ขอบเขตของการวจิัย 

 1) ศึกษาค่ารากท่ีนอ้ยท่ีสุดของสมการเพลล ์และสมการเมทริกซ์เพลล์ 
 2) ศึกษาการหาผลบวกจ ากดัเพลลแ์ละเพลลเ์ก่ียวเน่ือง โดยการใชเ้มทริกซ์เพลล ์และ  
เมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง 
 



2 
 

1.5 นิยามศัพท์เฉพาะ 

 1)  เมทริกซ์เพลล ์หมายถึง เมทริกซ์ 2 1
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 
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  ท่ีเป็นค่ารากของสมการเมทริกซ์

เพลล ์ 2

nX 2X I 0     

 2)  เมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง  หมายถึง  เมทริกซ์  1 2
S
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 ท่ีเป็นค่ารากของสมการ

เมทริกซ์เพลล ์ 2

nX 2X I 0      
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

บทที ่2 
เอกสารและงานวจิยัที่เกีย่วข้อง 

 
 การศึกษาวจิยั  เร่ือง ศึกษาผลบวกเพลล ์และผลบวกเพลลเ์ก่ียวเน่ือง โดยใชเ้มทริกซ์เพลล ์
และเมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง (Pell and Associated Pell Sums by using Pell Matrix and 

Associated Matrix) มีความจ าเป็นอยา่งยิง่ท่ีตอ้งทราบคุณสมบติัของล าดบัเพลล ์ล าดบัเพลล์
เก่ียวเน่ือง และคุณสมบติัของเมทริกซ์ ซ่ึงผูว้จิยัไดร้วบรวมคุณสมบติับางประการท่ีเก่ียวขอ้งส าหรับ
การอธิบายความสัมพนัธ์เชิงเหตุผล  และการพิสูจน์ทฤษฎีบทในบทท่ี 3  และผลการศึกษาคน้ควา้
ในบทท่ี 4 ใหมี้ความสมบูรณ์  จึงจ าเป็นท่ีตอ้งน าความรู้พื้นฐานท่ีเก่ียวขอ้งส าหรับอา้งอิงมากล่าวไว ้
เพื่อใชป้ระกอบเหตุผลการพิสูจน์ ดงัต่อไปน้ี 
 

2.1 ล าดับของจ านวนจริง  
 บทนิยาม 2.1.1 ล าดบัของจ านวนจริง คือ ฟังกช์นัซ่ึงมีโดเมนเป็นเซตของจ านวนเตม็บวก 
และเรนจเ์ป็นสับเซตของจ านวนจริง 
 บทนิยาม 2.1.2 ให ้ f  เป็นฟังก์ชนัมีโดเมนเป็น 1,2,3,...,n  เม่ือ n  ใด ๆ จะเรียก
ล าดบัน้ีวา่ “ล าดบัจ ากดั” แต่ถา้ f  มีโดเมนเป็น 1,2,3,...  จะเรียกล าดบัน้ีวา่  “ล าดบัอนนัต”์  
 

2.2 ล าดับเพลล์และล าดับเพลล์เกีย่วเน่ือง 
 จ านวนเพลล ์ (Pell numbers) หรือ ล าดบัเพลล ์(Pell sequence)  คือ จ านวนต่าง ๆ ท่ี
อยูใ่นล าดบัจ านวนเตม็ ซ่ึงนิยามได ้ดงัน้ี  
 บทนิยาม 2.2.1 ให ้

0 1 2 3 n
P ,P ,P ,P ,...,P ,...  เป็นล าดบัโดย 

0
P 0 , 

1
P 1  และ

n n 1 n 2
P 2P P

 
    เม่ือ n 2  ส าหรับทุก n  เรียก 

n
P วา่พจน์ท่ี n  ของจ านวนเพลล ์ซ่ึงแสดง

ได ้ดงัน้ี 
 
ตาราง 2.2.1  แสดงล าดบัเพลล ์
 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

n
P  0 1 2 5 12 29 70 169 408 … 
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 บทนิยาม 2.2.2 ก าหนดให ้
nP
 คือ พจน์ท่ี –n ของจ านวนเพลล ์ นิยามโดย

n 1

n nP ( 1) P

    เม่ือ n 0  ส าหรับทุก n   
  
ตาราง 2.2.2  แสดงล าดบัเพลลพ์จน์ท่ี –n 
 

  
 ส าหรับจ านวนเพลลเ์ก่ียวเน่ือง (Associated Pell numbers) หรือ ล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง  
(Associated Pell sequence) คือ จ านวนต่าง ๆ ท่ีอยูใ่นล าดบัจ านวนเตม็ ซ่ึงนิยามได ้ดงัน้ี 
 บทนิยาม 2.2.3  ให ้

0 1 2 3 nq ,q ,q ,q ,...,q ,...  เป็นล าดบัโดยท่ี 
0q 1 , 

1q 1  และ   

n n 1 n 2q 2q q    เม่ือ n 2  ส าหรับทุก n เรียก 
n

q วา่เป็นพจน์ท่ี n ของจ านวนเพลล์
เก่ียวเน่ืองซ่ึงแสดงได ้ดงัน้ี 
  

ตาราง 2.2.3  แสดงล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง  
 

 
 บทนิยาม 2.2.4  ก าหนดให ้

nq
 คือ พจน์ท่ี –n ของจ านวนเพลลเ์ก่ียวเน่ือง นิยามโดย

n

n nq ( 1) q    เม่ือ n 0  ส าหรับทุก n  
 
ตาราง 2.2.4  แสดงล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ืองพจน์ท่ี –n 
 

  

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

nP
 0 1 -2 5 -12 29 -70 169 -408 … 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

n
q  1 1 3 7 17 41 99 239 577 … 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

nq
 1 -1 3 -7 17 -41 99 -239 577 … 
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 จากบทนิยาม 2.2.1 จะไดว้า่จ านวนเพลลใ์นรูปเมทริกซ์ให้เมทริกซ์ n

n 1

 
P

P


 
 
 

และ 
n 2

n 1
P

P





 
 
 

 

เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 1  และ 2 1

1 0

 
 
 

 เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 2  จะเรียกระบบสมการเชิงเส้น 

n n 1

n 1 n 2

1
 =

1 0

P P2

P P





    
    

    
  วา่ระบบสมการจ านวนเพลลใ์นรูปเมทริกซ์ จากการเท่ากนัของเมทริกซ์จะ

ไดว้า่ 
n n 1 n 2

P 2P P
 

   และ 
n 1 n 1

P P 0
 
   หรือไดว้า่สมการเชิงเส้น n n 1

n 1 n 2

1
 =

1 0

P P2

P P





    
    

    
 

สอดคลอ้งกบัรูปทัว่ไปของสมการ 
n n 1 n 2

P 2P P
 

   เม่ือ n 2  ส าหรับทุก n นัน่เอง   
 

2.3 ตัวก าหนด  

 ตวัก าหนด หรือ ดีเทอร์มิแนนท ์(Determinant) ของเมทริกซ์ใด ๆ นั้น เป็นฟังกช์นัท่ีมี
โดเมนเป็นเซตของเมทริกซ์จตุัรัส  และมีเรนจเ์ป็นสับเซตของเซตจ านวนจริง  สัญลกัษณ์ท่ีใชแ้ทน
ตวัก าหนดของเมทริกซ์ A  จะเขียนแทนดว้ย  det A  หรือ | A |  

 ถา้ก าหนดโดย A  เป็นเมทริกซ์มิติ 2 2 โดยท่ี 
d

A
a b

c





 
 

 ตวัก าหนดของเมทริกซ์ 

A คือ  det A ad – bc  

 บทนิยาม 2.3.1 ให ้  A   เป็นเมทริกซ์จตุัรัสท่ีมีมิติ   n n   จะเรียกเมทริกซ์   A   วา่เป็น
เมทริกซ์เอกฐาน (Singular Matrix)  ก็ต่อเม่ือ  det A 0   

 บทนิยาม 2.3.2  ให ้ A  เป็นเมทริกซ์จตุัรัสท่ีมีมิติ  n n   จะเรียกเมทริกซ์  A  วา่เป็น
เมทริกซ์ไม่เอกฐาน (Non-singular Matrix)  ก็ต่อเม่ือ  det A 0  

 บทนิยาม 2.3.3 ส าหรับเมทริกซ์จตุัรัส A  ถา้มีเมทริกซ์ B  ซ่ึงท าใหผ้ลคูณ 
AB BA I   เราเรียก B  วา่เป็นตวัผกผนั (Inverse) (หรือเมทริกซ์ผกผนั) ของ A และถา้ A    
มีตวัผกผนัเราใชส้ัญลกัษณ์ 1A  แทนตวัผกผนัของ A ( 1A  อ่านวา่ A อินเวอร์ส) (อ าพล ธรรมเจริญ, 
2556, หนา้ 18)  
 ทฤษฎบีท 2.3.1 ให ้ A  และ B  เป็นเมทริกซ์จตุัรัสอนัดบัเท่ากนั ถา้  AB I  แลว้ 
BA I   (อ าพล ธรรมเจริญ, 2556, หนา้ 18) 
 ทฤษฎบีท 2.3.2 ถา้ A  เป็นเมทริกซ์จตุัรัสท่ีมีตวัผกผนั n  เป็นจ านวนเตม็บวก จะไดว้า่ 

nA  มีตวัผกผนั และ n 1 1 n(A ) (A )     (อ าพล ธรรมเจริญ, 2556, หนา้ 20) 
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2.4 เมทริกซ์คล้าย  
 บทนิยาม 2.4.1 ก าหนดให ้A  และ B เป็นเมทริกซ์ขนาด n n  จะเรียกเป็นเมทริกซ์ A  
คลา้ย (Similar Matrix) กบั เมทริกซ์ B  ก็ต่อเม่ือ มีเมทริกซ์ C ขนาด n n และเป็นเมทริกซ์ไม่ใช่
เอกฐานท่ีท าให ้ 1B C AC  หรือ 1B CAC  (ชยัณรงค ์ขนัผนึก, 2546, หนา้ 186) 
 

 จากบทนิยาม 2.4.1 ให ้ B 1C AC  น าเมทริกซ์ C คูณทางดา้นขวาจะได ้

      CB  1CC AC  
      CB  1(CC )AC  
      CB  

n(I )AC  

      CB  AC  
 ดงันั้น  จึงอาจกล่าวไดว้า่เมทริกซ์  A  และเมทริกซ์  B  เป็นเมทริกซ์กลา้ย  ก็ต่อเม่ือ  มี
เมทริกซ์ C เป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน (Non-singular Matrix) ท่ีท าให ้CB AC   
  

2.5 ค่าลกัษณะเฉพาะและเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะของเมทริกซ์  

 บทนิยาม 2.5.1 ให ้V  เป็นปริภูมิเวกเตอร์บนสนาม F   และ T  เป็นตวัด าเนินการ       
เชิงเส้นบน V  ถา้มีสเกลาร์ c F  และเวกเตอร์ V  ท่ีไม่เป็นเวกเตอร์ศูนยท่ี์ท าให ้T( ) c    
เราเรียก c  วา่ ค่าลกัษณะเฉพาะของ T  (characteristic value) และเรียก   ท่ีสอดคลอ้งกบั
สมการ T( ) c    วา่เวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะของ T  (characteristic vector) ท่ีสมนยักบั c     
(อ าพล ธรรมเจริญ, 2556, หนา้ 271)  
 บทนิยาม 2.5.2 ให ้A เป็นเมทริกซ์ขนาด n n  และ   เป็นสเกลาร์  ท่ีท าให ้

nA I 0   แลว้จะเรียก 
nA I 0   วา่สมการลกัษณะเฉพาะ (characteristic equation) ของ

เมทริกซ์ A และเรียก 
nA I  วา่ พหุนามลกัษณะเฉพาะ  (characteristic polynomials) ของ

เมทริกซ์ A (ชยัณรงค ์ขนัผนึก, 2546, หนา้ 249) 
 ทฤษฎบีท 2.5.1 ให ้A เป็นเมทริกซ์ขนาด n n  และ   เป็นจ านวนจริง จะไดว้า่ ถา้   
เป็นค่าเฉพาะของเมทริกซ์ A ค าตอบท่ีเป็นผลเฉลยไม่ชดัของระบบสมการ

n(A I ) 0   จะเป็น
เวกเตอร์เฉพาะท่ีสมนยักบั   (ชยัณรงค ์ขนัผนึก, 2546, หนา้ 250) 
 ทฤษฎบีท 2.5.2 ทฤษฎีบทของเคยเ์ลย-์แฮมิลตนั (Cayley-Hamilton Theorem) ให ้V  
เป็นปริภูมิเวกเตอร์มิติ n  และ T  เป็นตวัด าเนินการเชิงเส้นบน V  และ A [T]  เป็นเมทริกซ์
ของ T  เทียบกบัฐานล าดบัมาตรฐาน และ (x) det(xI A)    เป็นพหุนามลกัษณะเฉพาะของ 
A  จะได ้ (T) 0  (อ าพล ธรรมเจริญ, 2556, หนา้ 284) 



 
 

บทที ่3 
วธีิด าเนินการ 

 
 การศึกษาวจิยั เร่ือง ผลบวกเพลล ์และผลบวกเพลลเ์ก่ียวเน่ืองโดยใชเ้มทริกซ์เพลล ์ และ
เมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง (Pell and Associated Pell Sums by using Pell Matrix and 

Associated Matrix)  ผูว้จิยัจะศึกษาคน้ควา้การใชเ้มทริกซ์เพลล ์และเมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง ซ่ึง
ต่อไปน้ีจะเรียกวา่เมทริกซ์ Q  และเมทริกซ์ S โดยทั้งสองเมทริกซ์เป็นเมทริกซ์ค่ารากของสมการ
เพลล ์และไดส้ร้างบทตั้ง และบทแทรกท่ีส าคญัส าหรับงานวจิยั  ดงัต่อไปน้ี 
  

3.1 เมทริกซ์ Q  และเมทริกซ์ S   

 บทตั้ง 3.1.1 ก าหนดใหเ้มทริกซ์ 2 1
Q

1 0

 
  
 

 แลว้ค่าลกัษณะเฉพาะของเมทริกซ์ Q  คือ 

1 1 2    และ 
2 1 2    

 พสูิจน์ จากก าหนดให ้Q  เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 2  และ   แลว้ Q I 0   
เป็นสมการลกัษณะเฉพาะของเมทริกซ์ Q   

พิจารณา               Q I  
2 1

1





 

   (2 )( ) 1     

                            2 2 1     
โดยบทนิยาม 2.5.2 จะได ้ Q I  0   
ดงันั้น      2 2 1    0  

จะได ้                                 
2( 2) ( 2) 4(1)( 1)

2(1)

     
  

   2 2 2

2(1)


  

                  1 2   
นัน่คือ ค่าลกัษณะเฉพาะของเมทริกซ์ Q  คือ 

1 1 2    และ 
2 1 2          
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 จากบทนิยาม 2.5.1 ถา้ Q  เป็นเมทริกซ์ขนาด n n  และ X  เป็นเมทริกซ์ขนาด n 1    
ท่ีไม่เป็นเมทริกซ์ศูนย ์และให ้    แลว้ จะเรียกเมทริกซ์  X  วา่เป็นเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ
ของเมทริกซ์ Q  ก็ต่อเม่ือ มี   ท่ีท าให ้QX X   

 พิจารณา 
0 0(Q D)X (Q I)X      เม่ือ ก าหนดให ้ 0

x
X

y

 
  
 

  และ 0

0

 
   

 
  

จะไดว้า่ 
0 n 0 n 0 0QX ( I )X (I X ) X       

 นัน่คือ 
0X เป็นเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะของเมทริกซ์ Q  และ   เป็นค่าลกัษณะเฉพาะ

ของเมทริกซ์  Q  ต่อไปจะเป็นการแสดงการหาเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีสมนยักบัค่าลกัษณะเฉพาะ
สองค่าขา้งตน้ในรูปเมทริกซ์ขนาด 2 1  ซ่ึงจะเรียกเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีเป็นเมทริกซ์ดงักล่าว
วา่ เมทริกซ์เฉพาะ ดงัทฤษฎีบท ต่อไปน้ี 

 บทตั้ง 3.1.2 ก าหนดใหเ้มทริกซ์ 2 1
Q

1 0

 
  
 

 แลว้ เวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีสมนยักบั

กบั 1 1 2    คือ 1

1 2
X

1

 
  
 

และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีสมนยักบักบั 2 1 2    คือ 

2

1 2
X

1

 
  
 

 

 พสูิจน์ จาก 
i(Q I)X    

 นัน่คือ 
i 2 i 2 i iQX ( I )X (I X ) X        

และจากก าหนดให ้ 2 1
Q

1 0

 
  
 

, i

x
X

y

 
  
 

 และ 2

1 0
I

0 1

 
  
 

  โดยนิยาม 2.5.1 จะไดว้า่  

       
2 i(Q I )X     

                                
2 1 1 0 x

1 0 0 1 y

      
      

      
 0

0

 
  
 

 

แทนค่า 1 1 2    

จะได ้     
2 (1 2) 1 x

y1 (1 2)

    
   

     

 0

0

 
  
 

 

เขียนเมทริกซ์แต่งเติมของระบบสมการ และด าเนินการตามแถวมูลฐานเพื่อหาผลเฉลย ได ้

 
 

1 2 1 0

1 1 2 0

 
 
  
 

 2 1

1
R R

1 2
1 2 1 0

0 0 0




 
 

 
 

เขียนระบบสมการเมทริกซ์แต่งเติม
x 0(1 2) 1

y 00 0

     
     

    
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จะได ้ (1 2)x y 0     

ให ้ y  จะได ้
 

 y
x 1 2 y

1 2


  


  

นัน่คือ  ผลเฉลยคือ      y 1 2 , y y 1 2 ,1    จึงไดว้า่ เวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีสมนยักบั 

1 2  คือ 1 2
X y

1

 
  

 
 เม่ือ y  ท่ีไม่ใช่ศูนย ์

หรือ 
1X yX  เม่ือ 1

1 2
X

1

 
  
 

 

แทนค่า 2 1 2    

จะได ้     
2 (1 2) 1 x

y1 (1 2)

    
   

     

 0

0

 
  
 

 

เขียนเมทริกซ์แต่งเติมของระบบสมการ และด าเนินการตามแถวมูลฐานเพื่อหาผลเฉลย ได ้

 
 

1 2 1 0

1 1 2 0

 
 
  
 

 2 1

1
R R

1 2
1 2 1 0

0 0 0




 
 

 
 

เขียนระบบสมการเมทริกซ์แต่งเติม 
x 01 2 1

y 00 0

     
     

    
 

จะได ้                   (1 2)x y 0       
ให ้ y  จะได ้  x 1 2 y    

นัน่คือ  ผลเฉลยคือ      y 1 2 , y y 1 2 ,1    จึงไดว้า่ เวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีสมนยักบั 

1 2  คือ 1 2
X y

1

 
  

 
 เม่ือ y  ท่ีไม่ใช่ศูนย ์

หรือ 2X yX  เม่ือ 2

1 2
X

1

 
  
 

 

ดงันั้น เวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ 1

1 2
X

1

 
  
 

 จะสมนยักบัค่าลกัษณะเฉพาะ 1 1 2    

และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ 2

1 2
X

1

 
  
 

 จะสมนยักบัค่าลกัษณะเฉพาะ 2 1 2         
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 จากบทตั้ง 3.1.2 แสดงใหเ้ห็นวา่มีเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ 1

1 2
X

1

 
  
 

 จะสมนยักบั

ค่าลกัษณะเฉพาะ 1 1 2    และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ 2

1 2
X

1

 
  
 

 จะสมนยักบัค่า

ลกัษณะเฉพาะ 2 1 2    ซ่ึงโดยบทนิยาม 2.4.1 ท าใหไ้ดว้า่ 1Q PDP  เม่ือ เมทริกซ์ 
1 2 1 2

P
1 1

  
  
 

 และ 1 2 0
D

0 1 2

 
  

  

 ดงันั้น Q
2 1

1 0

 
  
 

 

 บทตั้ง 3.1.3 ใหเ้มทริกซ์ 1 2
S

1 1

 
  
 

  จะไดว้า่  

(1) ค่าลกัษณะเฉพาะของ S  คือ 
1 1 2    และ 

2 1 2     

(2) 1

2
X

1

 
  
 

 เป็นเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีสมนยักบั 1 1 2    และ 

2

2
X

1

 
  
 

 เป็นเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีสมนยักบั
 2 1 2    

 พสูิจน์ (1) ให ้ 1 2
S

1 1

 
  
 

, 0
D

0

 
  

 
, 

2

1 0
I

0 1

 
  
 

 และ D S  เป็นพหุนาม

ลกัษณะเฉพาะ  

 พิจารณา        D S

 

0 1 2
det

0 1 1

     
     

    
  

      1 2
det

1 1

  
  

  
  

       
2

1 2     

      2 2 1      
โดยบทตั้ง 3.1.1 จะไดค้่าลกัษณะเฉพาะของ S  คือ 1 2     
นัน่คือ ค่าลกัษณะเฉพาะของ S  คือ 

1 1 2    และ 
2 1 2     

  (2) ก าหนดให ้ 1 2
S

1 1

 
  
 

, i

x
X ;i 1,2

y

 
  
 

 โดยนิยาม 2.5.1 จะไดว้า่   เป็น         

ค่าลกัษณะเฉพาะของเมทริกซ์ S และ 
iX  เป็นเมทริกซ์เฉพาะของเมทริกซ์ S ท่ีสมนยักบั   

พิจารณา 2 i

1 2 1 0 x 0
(S I )X

1 1 0 1 y 0

        
           

        
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แทนค่า 
1 1 2    

จะได ้      
2 2 x

y1 2

   
   

    

0

0

 
  
 

 

เขียนเมทริกซ์แต่งเติมของระบบสมการ และด าเนินการตามแถวมูลฐานเพื่อหาผลเฉลย ได ้

  
2 2 0

1 2 0

 
 

  

2 1

1
R R

2
2 2 0

0 0 0

  
 

 
 

เขียนระบบสมการเมทริกซ์แต่งเติมได ้ 2x 2y 0     
ให ้ y  จะได ้ x 2y   
นัน่คือ  ผลเฉลยของ     y 2 , y y 2,1  จึงไดว้า่ เวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีสมนยักบั 1 2  

คือ 2
X y

1

 
  

 
 เม่ือ y  ท่ีไม่ใช่ศูนย ์

หรือ 
1X yX  เม่ือ 1

2
X

1

 
  
 

 

แทนค่า 
2 1 2    

จะได ้      
2 2 x

y1 2

   
   

   

0

0

 
  
 

 

เขียนเมทริกซ์แต่งเติมของระบบสมการ และด าเนินการตามแถวมูลฐานเพื่อหาผลเฉลย ได ้

 
2 2 0

1 2 0

 
 
  

2 1

1
R R

2
2 2 0

0 0 0

  
 

 
 

เขียนระบบสมการเมทริกซ์แต่งเติมได ้ 2x 2y 0   ให ้ y   
จะได ้ x 2y    
นัน่คือ  ผลเฉลยของ     y 2 , y y 2,1    จึงไดว้า่ เวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีสมนยักบั 

1 2  คือ 2
X y

1

 
  

 
 เม่ือ y  ท่ีไม่ใช่ศูนย ์

หรือ 2X yX  เม่ือ 2

2
X

1

 
  
 

 

ดงันั้น เวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ 1

2
X

1

 
  
 

 จะสมนยักบัค่าลกัษณะเฉพาะ 1 1 2    และ

เวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ 2

2
X

1

 
  
 

 จะสมนยักบัค่าลกัษณะเฉพาะ 2 1 2          
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 จากบทตั้ง 3.1.3 แสดงใหเ้ห็นวา่มีเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ 1

2
X

1

 
  
 

 จะสมนยักบัค่า

ลกัษณะเฉพาะ 1 1 2    และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ 2

2
X

1

 
  
 

 จะสมนยักบัค่า

ลกัษณะเฉพาะ 2 1 2    ซ่ึงโดยบทนิยาม 2.4.1 ท าใหไ้ดว้า่ 1S PDP  เม่ือ 2 2
P

1 1

 
  
 

 

และ 1 2 0
D

0 1 2

 
  

  

 ดงันั้น S
1 2

1 1

 
  
 

 

 

3.2 สมการเมทริกซ์เพลล์ 

 บทนิยาม  3.2.1 ให ้X เป็นเมทริกซ์จตุัรัสใด ๆ เรียกเมทริกซ์ X วา่ค่ารากสมการเมท
ริกซ์เพลล ์ก็ต่อเม่ือ 2

nX 2X I   ส าหรับทุก n  

 บทตั้ง 3.2.1 ถา้ X เป็นเมทริกซ์จตุัรัส และ 
n

P  คือ พจน์ท่ี n ของจ านวนเพลล ์ แลว้ 
n

n n 1 nX P X P I   ส าหรับทุก n  (Bahar, 2010, p. 99) 
 พสูิจน์ จะพิสูจน์โดยการใชห้ลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ 
 ให ้  P n  แทนประพจน์ n

n n 1 nX P X P I   ส าหรับทุก n  
  i   เม่ือ  n =0  จะแสดงวา่ 0

0 0 1 nX P X P I     
   จาก         n nI I  
                   n 1 nI P I   
            n 1 nI 0 P I   
   จะไดว้า่     0

0 0 1 nX P X P I   
   ดงันั้น     P 0    เป็นจริง 
   เม่ือ   n 1   เพราะวา่  1X X        
   พิจารณา  

n1 1 1 0 nP IX P X P I X        
   นัน่คือ     1

1 1 1 nX PX P I       
   ดงันั้น       P 1   เป็นจริง 
  ii   สมมติให ้  P k  เป็นจริง จะได ้ n

k

k k 1X P X P I     ส าหรับทุก   k  
   จะแสดงวา่  P k+1  เป็นจริง นัน่คือ  (k 1)

(k 1) k nX P X P I

     เป็นจริง 
   พิจารณา (k 1) kX X X     
   ฉะนั้น     k

k nk 1X X P X I XP         
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      2

k  k 1 nX P I X P   
      

nk  k -1( 2X  I ) P X=P    
      

k  k  n k 1 P 2 PX I   XP      
      

k  k 1 k n ( 2P  )P X   P I      
      

1 nk k X   IPP    
   ดงันั้น     P k 1    เป็นจริง 
   จากขอ้  i  และ  ii  จะไดว้า่

n n

n

n 1 X P X P I   ส าหรับทุก n   
   ต่อไปจะแสดงวา่  P n  เป็นจริงส าหรับทุก n  ดงัน้ี 
  i   เม่ือ  n  1  
   จาก  2 

nX 2X I    ดงันั้น 2 

n2 X X I    หรือ  n nX(X 2I ) I    
   โดย ทฤษฎีบท 2.3.1  จึงไดว้า่    1

nX IX 2     เป็นเมทริกซ์ผกผนัของ X  
   พิจารณา   1

nX IX 2      
                           n  1 X  2 I   
                       

1 2 nP X P I    
                       

1 n1 1X PP I     
   นัน่คือ     1

1 1 n1XP IX P

             
   ดงันั้น   P 1 เป็นจริง    
                ii   สมมติให ้  P k เป็นจริง จะได ้  

n

k

k k 1X P X IP

      ส าหรับทุก   k    
   จะแสดงวา่ (k 1)

(k 1) k nX P X P I 

       เป็นจริง 
   พิจารณา    -(k+1)X  k 1X X    
          

k k 1 n nI( P X P ) (X 2I )        

                
2 2

k n k 1 n k 1 nk  P 2XI P I X P IP X 2          
        

k n k n k n1 n

2

k 1  P  (2 X I  ) P XI  2  P  2IP XI           

        k k n k k 1 n k 1 n P 2X P I P 2X P XI P 2I           
                     

k k 1 n1 k( P  )X I P 2P       
             

(k+2)+1 (k n2)=P X P I     
 ดงันั้น    P k 1    เป็นจริง   
 จากขอ้  i และ  ii  จะไดว้า่  n

n n 1 nX P X P I

       ส าหรับทุก n   
 นัน่คือ n

n n 1 nX P X P I  ส าหรับทุก n                
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3.3 ค่ารากสมการเมทริกซ์เพลล์ 

 สมการจ านวนเพลลใ์นรูปเมทริกซ์  k 1

k

2

k1

k
1

 =
1 0

P P2

P P





    
    

    
 เท่ากบั 

k 2 k 1 kP 2P P    

และ 
k 1 k 1P P 0    หรือไดว้า่ สมการเชิงเส้น 

k 2 k 1

k 1 k

1

1 0

P P2

P P

 



    
    
    

  สอดคลอ้งกบัรูปทัว่ไป

ของสมการจ านวนเพลล ์
n 2 n 1 nP 2P P    เม่ือ n 2  ซ่ึงสมการดงักล่าวน้ีเรียกวา่ “สมการ

เวียนเกิดของล าดบัเพลล”์ (Recursive equation of  Pell sequence)  และจากบทนิยาม 2.2.1 และ
บทนิยาม 2.2.3 ถา้จ านวนจริง 1  และ 2  ซ่ึง 

1 1 2   , 
2 1 2    โดยท่ี 

nP  เป็นพจน์
ทัว่ไปของจ านวนเพลล ์ และ nq  เป็นพจน์ทัว่ไปของจ านวนเพลลเ์ก่ียวเน่ือง จะเห็นไดช้ดัเจนวา่ 

1 1 2    และ 2 1 2    เป็นค่ารากสมการ 2x 2x 1   และเป็นค่ารากสมการ 
n 1 n n 1x 2x x   , n    ดงันั้น จึงเรียกค่าคงท่ี 1  และ 2 วา่เป็นค่ารากของสมการเพลล์

นัน่เอง  
 ท านองเดียวกนั เม่ือพิจารณาบทตั้ง 3.1.1 ไดว้า่เมทริกซ์จตุัรัส X  ใด ๆ ซ่ึง 2X 2X I   
และ n

n n 1X P X P I  , n    จะเรียก เมทริกซ์จตุัรัส X วา่เป็นค่ารากสมการเมทริกซ์เพลล ์
เช่นเดียวกนั 

 บทแทรก 3.3.1 ถา้ Q
0

2 1

1

 
  
 

 แลว้   n+1 n

n n

n

1

P P
Q  

P P 


 
 
 

 ส าหรับทุก n (Bahar, 

2010, p. 100)   
 พสูิจน์ เป็นจริงโดยบทตั้ง 3.2.1          

 บทแทรก 3.3.2  ถา้ 
1

S
1 2

1





 
 

   แลว้ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

  ส าหรับทุก n  (Bahar, 

2010, p. 100)    
 พสูิจน์ เป็นจริงโดยบทตั้ง 3.2.1          

 จากบทแทรก 3.3.1 และบทแทรก 3.3.2 จะเห็นไดช้ดัวา่ 2Q 2Q I  , n

n n 1Q QP P I   

และ 2S 2S I  , n

n n 1S SP P I   จึงเรียกเมทริกซ์ 2 1
Q

01





 
 

 และ 
1

S
1 2

1





 
 

 วา่เป็นเมทริกซ์

ค่ารากสมการเมทริกซ์เพลล ์ซ่ึงต่อไปจะเรียกเมทริกซ์ Q  วา่เมทริกซ์เพลล ์และเมทริกซ์ S วา่     
เมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง  และโดยอาศยัเมทริกซ์ค่ารากดงักล่าวน้ีจะสามารถแสดงความสัมพนัธ์ของ
จ านวนเพลล ์และเพลลเ์ก่ียวเน่ือง ดงัทฤษฎีบทท่ีจะกล่าว ต่อไปน้ี 
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 บทตั้ง 3.3.1 ให ้ a b

c d
A 

 
 
 

  เป็นเมทริกซ์จตุัรัสใด ๆ และ 1 2
S

1 1

 
  
 

 เป็นเมทริกซ์      

ค่ารากสมการเมทริกซ์เพลล ์ซ่ึง 1 K  S+S  แลว้  KA 
2a 2b

4c 4d



 
 

  (Bahar, 2010, p. 100) 

  พสูิจน์  ให ้ a b

c d
A 

 
 
 

  เป็นเมทริกซ์จตุัรัสใด ๆ 

 จาก  S  เป็นเมทริกซ์ค่ารากสมการเมทริกซ์เพลล์ 

 ซ่ึง 1 2
S

1 1

 
  
 

  จึงได ้  1
1 2

S
1 1


 
 

 
      

 ดงันั้น             K 
1 S+S  

 11 2

1 1

2

1 1

 
 



 
 
  

     

 0

0

4

2





 
 

 

 ดงันั้น         KA
0

d

4

2

a b

0 c

   
   
   

 

  
2a 2b

4c 4d 
  
 

              

 บทตั้ง 3.3.2 ให ้ 1 2
S

1 1

 
  
 

 และ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

 เป็นเมทริกซ์ค่ารากสมการเมทริกซ์

เพลล ์และ 
n nP ,q  เป็นพจน์ทัว่ไปของล าดบัเพลล ์และล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง ตามล าดบั  

แลว้ 2 2 n

n nq 2P ( 1)    ส าหรับทุก n  (Bahar, 2010, p. 100)    

 พสูิจน์  เน่ืองจาก 1 2
S

1 1

 
  
 

  จะไดว้า่  det(S) 1    

 และ      
ndet(S )   

n
detS  

   
n

1     
 ดงันั้น ndet (S )   

n
1        (1)   

 โดยบทแทรก 3.3.2 ไดว้า่             nS  n n

n n

q

P q

2P 
  
 

     

 พิจารณา                               ndet S  2 2

n nq 2P     
 ดงันั้น                                  ndet (S )   2 2

n nq 2P     (2)  
 จากสมการ (1) (2)  จึงไดว้า่ 2 2 n

n nq 2P ( 1)           
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        บทตั้ง 3.3.3 ให ้ 1 2
S

1 1

 
  
 

 และ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

 เป็นเมทริกซ์ค่ารากสมการเมทริกซ์

เพลล ์และ n nP ,q  เป็นพจน์ทัว่ไปของล าดบัเพลล ์และล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง ตามล าดบั แลว้   
 1)  

n m n m n mq q q 2P P     ส าหรับทุก
 
n,m  

 2)  
n m n m n mP P q q P        ส าหรับทุก 

 
n,m   

(Bahar, 2010, p. 100)  

  พสูิจน์  โดยบทตั้ง 3.1.3  จะไดว้า่ n m n mn m

n m n m

q

P q

2P
S

 

 


 
 
 

      

 จาก n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

  และ m mm

m m

q 2P
S

P q

 
  
 

    

 พิจารณา  n nn m

n n

m m

m m

q q
 

2P 2P
S

q P
S

P q

   
   

   
   

 n m n m n m n m

n m n m n m n m

q 2P 2(q P )

P q

q P P q

q P P2 q qP

  
  

  
 

 เน่ืองจาก    mn nmS S S      

 ดงันั้น   n m n m

n m n m

P

P

2q

q

 

 

 
 
 

n m n m n m n m

n m n m n m n m

q 2P 2(q P )

P q

q P P q

q P P2 q qP

  
  

  
 

 จากการเท่ากนัของเมทริกซ์  จึงไดว้า่ 
 n m n m n mq qq P2P               1   
  n m n m n mP2P 2 q(q P )         2  
 n m n m n mP qP Pq             3  
 n m n m n m2Pq P qq         4  
 จากสมการทั้ง 4 ท าให้ ไดว้า่ (1) (4)  จึงสรุปวา่ 

n m n m n mq q q 2P P    ส าหรับทุก 

n,m  และไดว้า่ (2) (3)  จึงสรุปวา่  
n m n m n mP P q q P    ส าหรับทุก

 
n,m      

 บทตั้ง 3.3.4 ให ้ 1 2
S

1 1

 
  
 

 และ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

 เป็นเมทริกซ์ค่ารากสมการเมทริกซ์

เพลล ์และ n nP ,q  เป็นพจน์ทัว่ไปของล าดบัเพลล ์และล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง ตามล าดบั แลว้   
 1)  m

n m n m n m( 1) q 2q Pq P    ส าหรับทุก n,m  
 2)  m

n m n m n m( 1) P q PqP     ส าหรับทุก n,m  
(Bahar, 2010, p. 101)  

 พสูิจน์   จาก n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

    และ m mm

m m

q 2P
S

P q

 
  
 
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 เน่ืองจาก  n mS   n m 1S (S )    

 จาก      m 1(S )  m mm

m m

(
q 2P

P q
1)






 
  

 
 

 นัน่คือ n m 1S (S )  m

m

n m

m

m
q 2P

P q
S ( 1)

 
  




 


 

 m mn

n m

nm

n m

q q 2P

P q

2P

P
1)

q
(

   
    

  



 
  

 m n m n n m n m

n m n m m

m

n m n

q q 2P P 2q P 2P q

P q q P 2P P q q
( 1)

  




 
  

  
  

 เพราะวา่   (n m)S   n m 1S (S )  

 ดงันั้น       n mS    m n m n n m n m

n m n m m n

m

m n

q q 2P P 2(P q q P )

P q q P q q 2
( 1)

P P

 
  




  


 

 และโดยบทแทรก 3.3.2  จะไดว้า่  n m n m(n m)

n m n m

q

P q

2P
S

 

 


 
 
 

  

 จึงไดว้า่ n m n m

n m n m

P

P

2q

q

 

 

 
 
 

 m n m n n m n m

n m n m m n

m

m n

q q 2P P 2(P q q P )

P q q P q q 2
( 1)

P P

 
  




  


 

 จากการเท่ากนัของเมทริกซ์  จึงไดว้า่ 
 m

n nm m n m( 1) (q 2P P )q q             1   
           m

n m n m n m2 q2P ( (P P1) q )            2   
             m

n m n m n m( 1) (P qq P )P            3          
            m

n nm m n m( 1) (q 2P P )q q         4       
 จากสมการทั้ง 4 ท าให ้ไดว้า่    1 4 และ    2 4 โดยน า m( 1)  คูณตลอดสมการ  
จึงสรุปวา่   
  1)  

m n m n

m

n m( 1) q 2q Pq P    ส าหรับทุก n,m  

  2)  m

n m n m n m( 1) P q PqP     ส าหรับทุก n,m           
 



 
 

บทที ่4 
ผลการวจิยั 

 
 การศึกษาผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลแ์ละเพลลเ์ก่ียวเน่ือง โดยใชเ้มทริกซ์เพลล ์และ  
เมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง  ผูว้จิยัไดใ้ชคุ้ณสมบติัของเมทริกซ์ท่ีเป็นค่ารากของสมการเมทริกซ์เพลล์
โดยสร้างนิยาม  และเอกลกัษณ์ท่ีส าคญัไวใ้นบทท่ี  3  ส าหรับเป็นพื้นฐานแลว้นั้น ในบทน้ีผูว้จิยัจะ
แสดงการพิสูจน์ทฤษฎีบทท่ีจะอธิบายความสัมพนัธ์ของผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลล์และเพลล์
เก่ียวเน่ือง โดยใชเ้มทริกซ์เพลล์ และเมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง  ดงัต่อไปน้ี    

 

4.1 ผลบวกจ ากดัของล าดับเพลล์และเพลล์เกีย่วเน่ือง  
 ทฤษฎบีท 4.1.1  ให ้  n  และ  m,  k  โดยท่ี  m   0   แลว้ 

     
m

n
k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

q 1 (q q )
q

1 ( 1) 2

q

q

   





   


  
                             

  และ    
m

n
k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

P 1 (P P )
P

1 ( 1) 2

P

q

   





   


  
  

 พสูิจน์ ก าหนดให ้ 1 2
S

1 1

 
  
 

 ,  2

1 0
I

0 1

 
  
 

 

 จะแสดงวา่ m

2t(Id S )e      
m m

m m

q 2P
de

1 0

P q
t

0 1

  
   



 
  

   
 

      
2 2

m m(1 q ) (2P )    
      2 2

m m m1 2q q 2P   

 โดยบทตั้ง 3.3.2 จะไดว้า่       
m

m1  1 2q       
 กรณีท่ี m  เป็นจ านวนคู่ 
  พิจารณา m 2r เม่ือ r  จะได ้    

m 2r

m 2r1 1 2q 1  1 2q        
โดยบทนิยาม 2.2.3 และบทนิยาม 2.2.4  จะไดว้า่  

2r

2r1 1 2q 0     เพราะ 
2rq 1   

ส าหรับทุกค่า r   
 กรณีท่ี m  เป็นจ านวนค่ี 
 พิจารณา m 2r 1   เม่ือ r   จะได ้    

m 2r 1

m 2r 11 1 2q 1  1 2q


        
โดยบทนิยาม 2.2.3 และบทนิยาม 2.2.4  จะไดว้า่ 2r 11 1 2q   2r 12q 0    เพราะ 2r 1q 0   
ส าหรับทุกค่า r   
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 ดงันั้น ส าหรับ m   0   จะได ้ m

2det(I S ) 0   

 เพราะวา่    
n

n 1
m m m j

2 2

j 0

I S I S (S )




      

 ดงันั้น   
n

m 1 m n 1 k mj k

2 2

j 0

(I S ) (I (S ) )S S  



  

n n

mj k mj k

j 0 j 0

n n

mj k mj k

j 0 j 0

q 2 P

P q

 

 

 

 

 
 
 
 
 






 

 

 

 ก าหนดให ้  
m

md 1 1 2q     และโดยบทตั้ง 3.3.1 เรารู้วา่เมทริกซ์ 0 4
K

2 0

 
  
 

  จะไดว้า่   m 1

2(I S )
m m

m m

1 q 2P1

1 qPd

  
  

  
  

      m
m

1 0 0 4P1
(1 q

0 1 2 0
)

d 2

    
     

    
 

        m
m 2

P1
1 q I K

2d

 
   

 
  

  ดงันั้น  
1

m k mn m k

2I S (S S )


     k mn m km
m 2

1
1 q I K (S )

2d
S

P   
   





   

      k (mn m k) k (mn m k)m
m

P1 
(1 q )(S S ) K(S S

d
)

2

    
     

 
 

โดยบทแทรก 3.3.1 และบทตั้ง 3.3.1 จะไดว้า่ 

        k (mn m k)K(S S )   k k mn m k mn m k

k k mn m k mn m k

q 2P q 2P0 4

P q P q2 0

   

   

     
      
      

 

      k mn m k k mn m k

k mn m k k mn m k

q q 2(P P )0 4

P P q q2 0

   

   

   
        

 

      k mn m k k mn m k

k mn m k k mn m k

4(P P ) 4(q q )

2(q q ) 4(P P )

   

   

  
  

  
 

พิจารณา  
m 1 k mn m k(I S ) (S S )      

              k mn m k k mn m km
m

P1 
1 q (S S ) K(S S )

2d

    
   


 


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              
   

   
k mn m k k mn m k

m

k mn m k k mn m k

q P
q

P

q 2 P1
  1

P qqd

   

   

   
     

     

     k mn m k k mn m km

k mn m k k mn m k

4(P P ) 4(q q )P

2(q q ) 4(P P )2

   

   

  
  

  



  

ดงันั้น    
n

mj k

j 0

q 



     m
m k mn m k k mn m k

4P1
1 q (P P )

2
q q

d
   

 
     

 
 

       m k mn m k m k mn m k

1
1 q 2P (P Pq q

d
)         

      k mn m k m k m kq
1

q q
d

2q PP       m mn m k m mn m k2Pq q P     

      m

k mn m k k mq ( 1
1

q q
d

)        m

mn m k-m( ) q1     

โดยบทตั้ง 3.3.4  จึงไดผ้ลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง เป็นดงัสมการ  

 
n

mj k

j 0

q 



   
m

k mn m k mn k k m

m

m

q 1 (q q )

1 ( )

q

1 2q

      


  
 

ในท านองเดียวกนั จะได ้

 
n

mj k

j 0

P 



     m
m k mn m k k mn m k

2P1
1 P P (q )

2d
qq    

 
     

 
 

                              k mn m k m k m k m mn m k m mn m kP ( q
1

P q P P ) q P P )
d

( q           

     m m

k mn m k k m mn m k-mP ( 1) P ( 1) P
1

P
d

          

โดยบทตั้ง 3.3.4  จึงไดผ้ลบวกจ ากดัของล าดบัเพลล ์เป็นดงัสมการ       

 
n

mj k

j 0

P 



   
m

k mn m k mn k k m

m

m

P 1 (P P )

1 ( )

P

1 2q

      


  
        

  
 ตัวอย่างที่ 4.1  ก าหนดให ้ n 4 , m 2  และ k 1  จงแสดงวา่ 

       
(2)

(2)(4) (2) 1 (2)(4) 1 1 (2)

(2)j 1

4
1

(2)
j (20 )

P 1 (P P )
P

1 ( 1) 2q

P    





   


  
  

 แนวคิด จาก (2)j 1

j

4

0

P 



  (2)(0) 1 (2)(1) 1 (2)(2) 1 (2)(3) 1 (2)(4) 1P P P P P          
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        1 5 29 169 1,085      

 นัน่คือ   (2)j 1

j

4

0

P 



  1,289    4.1   

 

 และ  (2)(4) (2) 1 (2)(4) 1 1 (2

(

)

2)

1

(2)

(2)

P 1 (P P )

1

P

1 ( ) 2q

      

  
 11 9 11P (P P )

1 2( )

P

1 3

  


 
 

         5,156

4





 

 นัน่คือ  (2)(4) (2) 1 (2)(4) 1 1 (2

(

)

2)

1

(2)

(2)

P 1 (P P )

1

P

1 ( ) 2q

      

  
 1,289   4.2  

 พบวา่          4.1 4.2  

 ดงันั้น   (2)(4) (2) 1 (2)(4)

(2)
4

1

(2)

(2

1 1 (2)

(2)j 1

j )0

P 1 (P P )
P 1,289

1 ( 1) 2q

P    





   
 

  
   

  
 ตัวอย่างที่ 4.2  ก าหนดให ้ n 4 , m 2  และ k 1  จงแสดงวา่ 

        
(2)

(2)(4) (2) 1 (2)(4) 1 1 (2)

(2)j 1

4
1

(2)
j (20 )

q 1 (q q )
q

1 ( 1) 2q

q    





   


  
  

 แนวคิด จาก (2)j 1

j

4

0

q 



  (2)(0) 1 (2)(1) 1 (2)(2) 1 (2)(3) 1 (2)(4) 1q q q q q          

        1 7 41 239 1,393      

 นัน่คือ   (2)j 1

j

4

0

q 



  1,681    4.3   

 และ  (2)(4) (2) 1 (2)(4) 1 1 (2

(

)

2)

1

(2)

(2)

q 1 (q q )

1

q

1 ( ) 2q

      

  
  

2

11 9 1

2

1 q 1 (q q )

1 ( 1) 2(3)

q    


  
 

         6,7 4

4

2



 

 นัน่คือ  (2)(4) (2) 1 (2)(4) 1 1 (2

(

)

2)

1

(2)

(2)

q 1 (q q )

1

q

1 ( ) 2q

      

  
 1,681   4.4  

 พบวา่           4.3 4.4  

 ดงันั้น   (2)(4) (2) 1 (2)(4)

(2)
4

1

(2)

(2

1 1 (2)

(2)j 1

j )0

q 1 (q q )
q 1,681

1 ( 1) 2q

q    





   
 

  
   



บทที ่5 
สรุปและอภปิรายผล 

 
 การศึกษาคน้ควา้ เร่ือง ผลบวกเพลลแ์ละเพลลเ์ก่ียวเน่ืองโดยการใชเ้มทริกซ์เพลล ์และ
เมทริกซ์เพลเก่ียวเน่ือง  (Pell and Associated Pell Sums by using Pell Matrix and 

Associated Matrix) ซ่ึงผูว้จิยัไดผ้ลการศึกษาผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลแ์ละเพลลเ์ก่ียวเน่ือง 
โดยใชเ้มทริกซ์เพลล์ และเมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ืองจะสรุป และอภิปรายผลการศึกษาท่ีคน้พบใน
งานวจิยั  ดงัต่อไปน้ี 
 

5.1 สรุปการหาผลบวกจ ากดัของล าดับเพลล์และเพลล์เกีย่วเน่ืองโดยการใช้เมทริกซ์  
 ก าหนดให ้  n  และ  m,  k  โดยท่ี  m   0   จะพบวา่ผลบวกจ ากดัของล าดบั
เพลลแ์ละเพลลเ์ก่ียวเน่ือง เป็นดงัน้ี 

1) ผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลล์ คือ  
 

m
n

k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

P 1 (P P )
P

1 ( 1) 2

P

q

   





   


  
  

 ตัวอย่างที่ 5.1  ก าหนดให ้ n 3 , m 3   และ k 1  จงแสดงวา่ 

        
( 3)

( 3)(3) ( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3
3

1

( 3)

( 3

)

(-3)j 1

j 0 )

P 1 (P P )
P

1 1 2q

P

( )







       





   


  
  

 แนวคิด จาก (-3)j 1

j 0

3

P 



  (-3)(0) 1 (-3)(1) 1 (-3)(2) 1 (-3)(3) 1P P P P        

        21 85P P P P      
        1 ( 2) 29 ( 408)       

 นัน่คือ    (-3)j 1

j 0

3

P 



  380     5.1   

 และ  ( 3)(3) ( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3

( 3)

1

( 3)

( )

)

3

P 1 (P P )

1 ( 1) 2q

P






          

  
  11 8 41P 1 (PP P )

1 ( 1) 2( 7)

    


   
 

         [( 408) 12]

14

1 5741   
  

         5320

14


  



23 
 

 นัน่คือ  ( 3)(3) ( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3

( 3)

1

( 3)

( )

)

3

P 1 (P P )

1 ( 1) 2q

P






          

  
 380    5.2  

 พบวา่          5.1 5.2  

 ดงันั้น   ( 3)(3)

( 3)
3

1

( 3)

(

( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3)

(-3)j

j 3)

1

0

P 1 (P P )
P 380

1 (

P

1) 2q

       









   
  

  
   

2) ผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง คือ 
 

m
n

k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

q 1 (q q )
q

1 ( 1) 2

q

q

   





   


  
  

 ตัวอย่างที่ 5.2  ก าหนดให ้ n 3 , m 3   และ k 1  จงแสดงวา่  

        
( 3)

( 3)(3) ( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3
3

1

( 3)

( 3

)

(-3)j 1

j 0 )

q 1 (q q )
q

1 1 2q

q

( )







       





   


  
  

 แนวคิด จาก (-3)j 1

j 0

3

q 



  (-3)(0) 1 (-3)(1) 1 (-3)(2) 1 (-3)(3) 1q q q q        

        21 85q q q q      
        1 3 ( 41) 577      

 นัน่คือ   (-3)j 1

j 0

3

q 



  540    5.3   

 และ  ( 3)(3) ( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3

( 3)

1

( 3)

( )

)

3

q 1 (q q )

1 ( 1) 2q

q






          

  
  11 8 41q 1 (qq q )

1 ( 1) 2( 7)

    


   
 

         ( 8119) (571 7 17)

14

   
  

         
4

7560

1
  

 นัน่คือ  ( 3)(3) ( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3

( 3)

1

( 3)

( )

)

3

q 1 (q q )

1 ( 1) 2q

q






          

  
540   5.4  

 พบวา่           5.3 5.4  

 ดงันั้น   ( 3)(3)

( 3)
3

1

( 3)

(

( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3)

(-3)j

j 3)

1

0

q 1 (q q )
q 540

1 ( 1) 2q

q        









   

 
  

   
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5.2 อภิปรายผลการหาผลบวกจ ากดัของล าดับเพลล์และเพลล์เกีย่วเน่ือง โดยการใช้     
เมทริกซ์  
 จากการศึกษาคน้ควา้พบวา่ สมการเพลล ์ 2x 2x 1 0    มีจ  านวนจริง 1 1 2    
และ 2 1 2    เป็นค่าราก และจากการขยายแนวคิดโดยใชเ้มทริกซ์เพลล ์คือ เมทริกซ์  

2 1
Q

1 0

 
  
 

 และเมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง คือ เมทริกซ์  1 2
S

1 1

 
  
 

 ท าใหไ้ดค้่าลกัษณะเฉพาะ

ของเมทริกซ์ Q  และเมทริกซ์ S  คือ 
1 1 2    และ 

2 1 2    ดว้ยเหตุน้ีเองท าให้ผูว้จิยัพบวา่
มีเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะท่ีสมนยักบัค่าลกัษณะเฉพาะดงักล่าว จากนั้นผูว้จิยัไดใ้ชคุ้ณสมบติัของ  
เมทริกซ์คลา้ยจึงท าใหไ้ดเ้มทริกซ์ Q  และเมทริกซ์  S  ซ่ึงเป็นเมทริกซ์ค่ารากสมการเมทริกซ์เพลล ์

2

2X 2X I  0 โดยอาศยัทฤษฎีบทเคยเ์ลย ์- แฮมิลตนั จะไดว้า่เมทริกซ์ Q  และเมทริกซ์  S  เป็น
ตวัด าเนินการเชิงเส้นบนสมการเมทริกซ์เพลล ์ 2

2X 2X I  0  ซ่ึง ถา้ m

2det(I S ) 0   ท าใหไ้ด ้
m 1 m n 1 k

2 2(I S ) (I (S ) )S  
n

mj k

j 0

S 



  และโดยอาศยัเอกลกัษณ์ของสมการเมทริกซ์เพลล์ท าให้

ไดผ้ลบวกจ ากดัของล าดบัเพลล ์  
m

n
k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

P 1 (P P )
P

1 ( 1) 2

P

q

   





   


  
  และผลบวกจ ากดั

ของล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง  
m

n
k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

q 1 (q q )
q

1 ( 1) 2

q

q

   





   


  
  ในท่ีสุด 

 

5.3 ข้อเสนอแนะ  
 ควรมีการศึกษาความสัมพนัธ์ในประเด็นอ่ืน ๆ ดงัน้ี   

1) ศึกษาผลบวกจ ากดัของลบัดบัเพลล ์และเพลลลู์กสัโดยการใชเ้มทริกซ์ 
2) ศึกษาเอกลกัษณ์ของล าดบัเพลล ์และเพลลลู์กสั  
3) ศึกษาผลบวกของจ านวนอ่ืน ๆ ท่ีมีลกัษณะการเวยีนเกิดเช่นเดียวกบัล าดบัเพลล ์ 
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เมทริกซ์เพลล์ และเมทริกซ์เพลล์เกีย่วเน่ือง  
 

บทตั้ง 1 ถา้ X เป็นเมทริกซ์จตุัรัส และ 2

nX 2X I   แลว้ n

n n 1 nX P X P I  ส ำหรับทุกค่า n   
บทตั้ง 2 ถา้ Q

0

2 1

1

 
  
 

 แลว้   n+1 n

n n

n

1

P P
Q  

P P 


 
 
 

 ส าหรับทุกค่า n     

พสูิจน์   ให ้ 2 1
Q  

1 0

 
  
 

 จะแสดงวา่ n+1 n

n n

n

1

P P
Q  

P P 


 
 
 

  ส าหรับทุกค่า n  

             จาก         2Q 
2 21 1

1 0 1 0

   
   

   
  

1

5 2

2

 
  
 

 

 และ  2 0 5 2
2Q I 2

0

1 1

1 1 20 1

     
      

    



     

              นัน่คือ    2Q 2Q I+   

 โดยบทตั้ง 1 จะได ้ nQ  n n 1

1 1 0
P

1

2

0 0 1
P 

   
   

 


 
  

       n n n 1

n n 1

P P

P P

2P 0
 

0 0





   
   

   
         

       n 1 n

n n 1

P P

P P





 
 
 

        

 ดงันั้น   nQ
n+1 n

n n 1

P P
 

P P 


 
 
 

   ส าหรับทุกค่า  n   

ตัวอย่างที่ 1 ก าหนดให ้ n 3   และ
0

2
Q

1

1





 
 

 จงแสดงวา่ 33

3

4

2

P P
Q

P P





 
 

 และ 2 33

43

P P
Q

P P

 

 


 
 
 

   

วธีิท า จากตาราง 2.2.1 แสดงล าดบัเพลล ์

 
 

1. จะแสดงวา่ 33

3

4

2

P P
Q

P P





 
 

  

  โดยบทตั้ง 2 ไดว้า่ n+1 n

n n

n

1

P P
Q  

P P 


 
 
 

 ส าหรับทุกค่า n  

   จะได ้ 3 1 33

3 3 1

P P
Q

P P






 
 
 

 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 … 

nP  0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 … 
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     4 3

3 2

P P

P P

 
  
 

 

     
12 5

5 2





 
 

 

     
1 1 1

 
1 0 1 0 1 0

2 2 2     
     
     

 

     3Q   
 จากตาราง 2.2.2 แสดงล าดบัเพลลพ์จน์ท่ี –n 

2. จะแสดงวา่ 2 33

43

P P
Q

P P

 

 


 
 
 

   

โดยบทตั้ง 2 ไดว้า่ n+1 n

n n

n

1

P P
Q  

P P 


 
 
 

 ส าหรับทุกค่า n  

จะได ้ 3 1 33

3 3 1

P P
Q

P P

  

  

 
 
 

  

      2

3

3

4

P P

P P



 

 
  
 

 

      
2 5

3 12

 
  
  

  

เพราะวา่ 3Q   
1

3Q


  

       
3

2 51

5 12Q

 
  

 
 

        
2 5

1
5 12

 
   

 
 

       
2 5

5 12

 
  

 
 

       3Q    
 
 
 
 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

nP  0 1 -2 5 -12 29 -70 169 -408 … 
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บทตั้ง 3 ถา้ 
1

S
1 2

1





 
 

   แลว้ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

  ส าหรับทุกค่า n   

พสูิจน์  พิจารณา  จะไดว้า่  2
1 2 1 2

S
1 1 1 1

   
  

  
 


   

        3 4

2 3





 
 

      …………………………  1   

  และ        2S I  1 2 1 0
2

1 1 0 1

   
    

   
 

        3

3

4

2





 
 

    …...……………………  2   

  จาก    1 2  นัน่คือ 2S 2 IS    
  โดย บทตั้ง 1 ไดว้า่สมการ n

n (n 1)P PS IS      

                                       จะได ้   n

n

n 1

1 2 1 0
S P

1 1 0 1
P 

   
   

   
   

                n n n 1

n n n 1

P P

P P P

2P 0

0





   
   

   
       

            n n 1 n

n n n 1

P

P P

P 2P

P





 
 

 
  

         n n

n n

q

P q

2P 
  
 

          

                       ดงันั้น   n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

 ส าหรับค่า n     

ตัวอย่างที่ 2 ก าหนดให ้ n =5  และ 
1

S
1 2

1





 
 

 จงแสดงวา่ 5 55

5 5

q 2P
S

P q





 
 

 และ 5

5

55

5

q 2P
S

P q

 

 

 
 
 

  

วธีิท า 1. จะแสดงวา่ 5 55

5 5

q 2P
S

P q





 
 

 

 จากตาราง 2.2.1 แสดงล าดบัเพลล ์
 

 และตาราง 2.2.3 แสดงล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง 
 

 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 … 

nP  0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 … 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

n
q  1 1 3 7 17 41 99 239 577 … 
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  โดยบทตั้ง 3 จะไดว้า่ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

  ส ำหรับทุกค่ำ n  

พิจารณา 5S  5 5

5 5

q 2P

P q

 
 
 

 

     41 58

29 41

 
 
 

 

     1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

         
         
         

  

     
5

1 2

1 1

  
  
  

  

     5S  

 2. จะแสดงวา่ 5

5

55

5

q 2P
S

P q

 

 

 
 
 

  

 จากตาราง 2.2.2 แสดงล าดบัเพลลพ์จน์ท่ี –n 

 

 และตาราง 2.2.4 แสดงล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ืองพจน์ท่ี –n 

 

 โดยบทตั้ง 3 จะไดว้า่ -n -n

-n -n

n
q

S
P

2P

q

  
  
 

  ส ำหรับทุกค่ำ n  

 พิจารณา       5S  5 5

5 5

q 2P

P q

 

 





 
 

 

       41 58

29 41






 
 
 

 

 เพราะวา่ 5S   
1

5S


  

    
5

41 581

29 41S

 
  

 
 

     
41 58

1
29 41

 
   

 
 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

nP  0 1 -2 5 -12 29 -70 169 -408 … 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

nq  1 -1 3 -7 17 -41 99 -239 577 … 
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41 58

29 41

 
  

 
 

      5S   

บทตั้ง 4 ให้ 1 2
S

1 1

 
  
 

 และ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

 แลว้ 2 2 n

n nq 2P ( 1)    ส าหรับทุกค่า n  

ตัวอย่างที่ 3  ก าหนดให ้ 5 55

5 5

q 2P
S

P q





 
 

 และ 5S 5 5

5 5

q 2P

P q

 

 





 
 

 จงแสดงวา่ 2 2

5

5

5q 2P ( 1)    

และ 
5 5

2 2 52P ( )q 1 

    
วธีิท า 1. จะแสดงวา่ 2 2

5

5

5q 2P ( 1)    
 พิจารณา      

5 5

2 2q 2P     
2 2

41 2 29   
       1681 2 841   

      1681 1682   
      1   
       

5
1   

 2. จะแสดงวา่ 
5 5

2 2 52P ( )q 1 

    
 พิจารณา 

5

2

5

2 2q P      
2 2

41 2 29    
       1681 2 841   

      1681 1682   
      

 
5

1

1



 

       
5

1


    

บทตั้ง 5 ให้ 1 2
S

1 1

 
  
 

 และ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

 แลว้    

  1)  
n m n m n mq q q 2P P     ส าหรับทุกค่า n,m  

  2)  
n m n m n mP P q q P        ส าหรับทุกค่า n,m   

ตัวอย่างที่ 4   ก าหนดให ้ 
n nP ,q  เป็นพจน์ทัว่ไปของล าดบัเพลล ์และล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ืองจงแสดงวา่  

  1)  
3 5 3 5 3 5q q q 2P P      

  2)  
3 5 3 5 3 5P P q q P       

วธีิท า  1. จะแสดงวา่     
3 5q 

 3 5 3 5q q 2P P   
 เพราะวา่           

3 5q 
 8q  

      577   
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 พิจารณา 
3 5 3 5q q 2P P      7 41 2 5 29   

      287 290   
      577  
 นัน่คือ 

3 5q 
 

3 5 3 5q q 2P P   
 2. จะแสดงวา่         

3 5 3 5 3 5P P q q P    
 เพราะวา่           

3 5P 
 

8P  

      408  
 พิจารณา 3 5 3 5P q q P       5 41 7 29   

      205 203   
      408  
 นัน่คือ 

3 5 3 5 3 5P P q q P      
ตัวอย่างที่ 5   ก าหนดให ้ 

n nP ,q  เป็นพจน์ทัว่ไปของล าดบัเพลล ์และล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ืองจงแสดงวา่  
  1)  

( 3) ( 5) 3 5 3 5q q q 2P P           
  2)  

( 3) ( 5) 3 5 3 5P P q q P            
วธีิท า  1. จะแสดงวา่ 

( 3) ( 5)q    3 5 3 5q q 2P P      
 เพราะวา่       

( 3) ( 5)q    8q  

      577   
 พิจารณา 3 5 3 5q q 2P P         7 41 2 5 29     

      287 290   
      577  
 นัน่คือ 

( 3) ( 5) 3 5 3 5q q q 2P P         
 2. จะแสดงวา่ 

( 3) ( 5) 3 5 3 5P P q q P         
 เพราะวา่       

( 3) ( 5)P    8P  

      408   
 พิจารณา 3 5 3 5P q q P         5 41 7 29     

          205 203    
          408   
 นัน่คือ 

( 3) ( 5) 3 5 3 5P P q q P           
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บทตั้ง 5 ให้ 1 2
S

1 1

 
  
 

 และ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

 แลว้ 

  1)  m

n m n m n m( 1) q 2q Pq P    ส าหรับทุกค่า n,m  
  2)  m

n m n m n m( 1) P q PqP     ส าหรับทุกค่า n,m  
ตัวอย่างที ่6 ก าหนดให ้ 

n nP ,q  เป็นพจน์ทัว่ไปของล าดบัเพลล ์และล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ืองจงแสดงวา่ 
  1)  5

3 5 3 53 5( 1) q 2q Pq P    
  2)  

3 5

5

3 5 3 5( P qP q P1)     
วธีิท า 1. จะแสดงวา่ 5

3 5 3 53 5( 1) q 2q Pq P    
 เพราะวา่  5

3 5( 1) q   
2q    

      3   
 พิจารณา 

3 5 3 5q 2Pq P (7)(41) 9)2(5)(2  
      287 (5) 92 (2 )   

      3   
 นัน่คือ 5

3 5 3 53 5( 1) q 2q Pq P    
 2. จะแสดงวา่ 

3 5

5

3 5 3 5( P qP q P1)     
 เพราะวา่  5

3 5( 1) P   
2P    

      2  
 พิจารณา 3 5 3 5qP q P (5)(41) (7)(29)  

      205 032   
      2  
 นัน่คือ 

3 5

5

3 5 3 5( P qP q P1)       
ตัวอย่างที ่7 ก าหนดให ้ 

n nP ,q  เป็นพจน์ทัว่ไปของล าดบัเพลล ์และล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ืองจงแสดงวา่ 
  1)  

( 3) ( 5)

5

3 5 3 5( 1) q 2Pq q P

         
  2)  

( 3) ( 5)

5

3 5 3 5( 1 q) q PPP

        
วธีิท า 1. จะแสดงวา่ 

( 3) ( 5)

5

3 5 3 5( 1) q 2Pq q P

         
 เพราะวา่     5

( 3) ( 5)q( 1)   

  2q    

       3   
 พิจารณา 3 5 3 5q 2q PP     (7)(41) 9)2(5)(2  
       287 (5) 92 (2 )   

       3   
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 นัน่คือ 
( 3) ( 5)

5

3 5 3 5( 1) q 2Pq q P

         
 2. จะแสดงวา่ 

( 3) ( 5)

5

3 5 3 5( 1 q) q PPP

        
 เพราะวา่         5

( 3) ( 5)P( 1)   

  
2P    

       2   
 พิจารณา 

3 5 3 5P q Pq     (5)( 41) ( 7)(29)    
       ( 205 02) 3    

       2   
 นัน่คือ 

( 3) ( 5)

5

3 5 3 5( 1 q) q PPP

          
  



 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ข 
บทความ เร่ือง ผลบวกเพลล ์และผลบวกเพลลเ์ก่ียวเน่ือง โดยใชเ้มทริกซ์เพลล ์ 

และเมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง 
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ผลบวกเพลล์ และผลบวกเพลล์เกีย่วเน่ือง โดยใช้เมทริกซ์เพลล์  
และเมทริกซ์เพลล์เกีย่วเน่ือง 

บรรทดัวา่ง 1 บรรทดั 
Pell and Associated Pell Sums by using Pell Matrix and Associated Matrix 

บรบรรทดั 
บทคัดย่อ  
  บทความน้ีจะกล่าวถึงการหาผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลล ์และเพลลเ์ก่ียวเน่ืองโดยใช ้      

เมทริกซ์เพลล ์ 2 1
Q

1 0

 
  
 

 และเมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง 1 2
S

1 1

 
  
 

 ซ่ึงเป็นเมทริกซ์ค่ารากสมการ    

เมทริกซ์  2

2X 2X I 0     ซ่ึงในบทความน้ีไดผ้ลบวกจ ากดัของล าดบัเพลล ์ คือ 
 

m
n

k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

P 1 (P P )
P

1 ( 1) 2

P

q

   





   


  
  และผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง   คือ 

 
m

n
k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

q 1 (q q )
q

1 ( 1) 2

q

q

   





   


  
  เม่ือ  n  และ  m,  k  โดยท่ี  m   0    

บรรทดัวา่ง 1 บรรทดั 
ค าส าคญั : ล าดบัเพลล,์ ล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง, เมทริกซ์เพลล ์และเมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง 
บรรทดัวา่ง 1 บรรทดั 
Abstract  

  These research discusses Pell and Associated Pell sums via the Pell matrix 

2 1
Q

1 0

 
  
 

 and the associated Pell matrix 
1 2

S
1 1

 
  
 

. These matrices are the solutions 

of 2

2X 2X I  0 . In the conclusion the finite sum of  Pell sequence and     

associated Pell sequence are 
 

m
n

k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

P 1 (P P )
P

1 ( 1) 2

P

q

   





   


  
  and  

 
m

n
k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

q 1 (q q )
q

1 ( 1) 2

q

q

   





   


  
 respectively,  when n ,m,k   and 

m 0 .     

บรรทดัวา่ง 1 บรรทดั 
Key Word (s): Pell sequence, Associated Pell sequence, Pell Matrix and Associated Pell 

Matrix   

 
 
บร 
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บทน า  
  ล าดบัเพลล ์ nP  นิยามโดย 

n n 1 n 2P 2P P   ;n 2 โดย
0P 0 , 

1P 1  ล าดบัเพลล์
เก่ียวเน่ือง  nq  นิยามโดย 

n n 1 n 2q 2q q   ;n 2  โดยท่ี 
0q 1 , 

1q 1  ส าหรับล าดบัเพลล ์       
พจน์ท่ี n  นั้นจะอยูใ่นรูป n 1

n nP ( 1) P

    และล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ืองพจน์ท่ี n  นั้นจะอยูใ่นรูป 

n n 1 n 2q 2q q    ส าหรับทุก n  ซ่ึงในบทความน้ีจะสร้างเมทริกซ์เพลล ์ 2 1
Q

1 0

 
  
 

 และ  

เมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง 1 2
S

1 1

 
  
 

 ซ่ึงเป็นเมทริกซ์ค่ารากสมการเมทริกซ์ 2

2X 2X I 0    และ

ท าใหไ้ดผ้ลบวกจ ากดัของล าดบัเพลล ์และผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง  
บรรทดัวา่ง 1 บรรทดั 
วตัถุประสงค์ของการวจัิย  
  ศึกษาผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลล ์และเพลลเ์ก่ียวเน่ือง โดยใชเ้มทริกซ์เพลล ์และ      
เมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง   
บรรทดัวา่ง 1 บรรทดั 
วธีิการวจัิย  

 จากจ านวนเพลลใ์นรูปเมทริกซ์โดยก าหนดใหเ้มทริกซ์  n

n 1

 
P

P 

 
 
 

, 
n 2

n 1P

P





 
 
 

 และ 2 1

1 0

 
 
 

 

จะเรียกระบบสมการเชิงเส้น n n 1

n 1 n 2

1
 =

1 0

P P2

P P





    
    

    
 วา่ระบบสมการจ านวนเพลลใ์นรูปเมทริกซ์ 

สอดคลอ้งกบัรูปทัว่ไปของสมการ n n 1 n 2P 2P P    เม่ือ n 2  ส าหรับทุก n  จึงศึกษา   
ทฤษฎีบทท่ีส าคญั ดงัน้ี 

  บทตั้ง 1 ถา้ X  เป็นเมทริกซ์จตุัรัส และ 2 X 2X I  แลว้ n

n n 1X P X P I  , n   

  บทแทรก 2 ให ้Q
0

2 1

1

 
  
 

 แลว้   n+1 n

n n

n

1

P P
Q  

P P 


 
 
 

ส าหรับทุกค่า n  

  บทแทรก 3  ถา้ 
1

S
1 2

1





 
 

   แลว้ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

  ส าหรับ n   

  บทตั้ง 4 ให้ a b

c d
A 

 
 
 

  เป็นเมทริกซ์จตุัรัสใด ๆ และ 1 2
S

1 1

 
  
 

 เป็นเมทริกซ์     

ค่ารากสมการเมทริกซ์เพลล ์ซ่ึง 1 K  S+S   แลว้  KA 
2a 2b

4c 4d



 
 
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  บทตั้ง 5 ให้ 1 2
S

1 1

 
  
 

 และ n n

n

n

n

q
S

P q

2P 
  
 

 เป็นเมทริกซ์ค่ารากสมการเมทริกซ์

เพลล ์ แลว้ สมการต่อไปน้ีเป็นจริง 
1) 2 2 n

n nq 2P ( 1)    (5.1) 

2) 
n m n m n mq 2P P q q    (5.2) 

3) 
n m n m n mP P q q P    (5.3) 

4) m

n m n m n m( 1) q 2q Pq P    (5.4) 

5) m

n m n m n m( 1) P q PqP     (5.5) 

   ส าหรับทุกค่า n,m  
 
ผลการวจัิย 
 จากวธีิการด าเนินการวิจยัท าใหไ้ดคุ้ณสมบติัของเมทริกซ์เพลล์ และเมทริกซ์เพลล์
เก่ียวเน่ือง น าไปสู่การพิสูจน์ทฤษฎีบทผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลแ์ละเพลลเ์ก่ียวเน่ือง โดยใช ้     
เมทริกซ์เพลล ์และเมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง ดงัน้ี 
 ทฤษฎบีท 6  ให ้  n  และ  m,  k  โดยท่ี  m   0   แลว้ 

       
m

n
k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

q 1 (q q )
q

1 ( 1) 2

q

q

   





   


  
                             

  และ     
m

n
k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

P 1 (P P )
P

1 ( 1) 2

P

q

   





   


  
  

 พสูิจน์ ก าหนดให ้ 1 2
S

1 1

 
  
 

 , 2

1 0
I

0 1

 
  
 

 

เพราะวา่    
n

n 1
m m m j

2 2

j 0

I S I S (S )




     และ ถา้ m

2det(I S ) 0   

แลว้   
n

m 1 m n 1 k mj k

2 2

j 0

(I S ) (I (S ) )S S  



  

n n

mj k mj k

j 0 j 0

n n

mj k mj k

j 0 j 0

q 2 P

P q

 

 

 

 

 
 
 
 
 






 

 

 

โดยบทตั้ง 5 (5.1) จะไดว้า่        m

2t(Id S )e    2 2

m m(1 q ) (2P )    
                          

m

m1  1 2q       
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 ส าหรับ  m   0   ก าหนดให ้  
m

md 1 1 2q     และโดยบทตั้ง 4  เรารู้วา่เมทริกซ์ 
0 4

K
2 0

 
  
 

  จะไดว้า่  m 1

2(I S )
m m

m m

1 q 2P1

1 qPd

  
  

  
  

          m
m

1 0 0 4P1
(1 q

0 1 2 0
)

d 2

    
     

    
 

            m
m 2

P1
1 q I K

2d

 
   

 
  

   ดงันั้น  
1

m k mn m k

2I S (S S )


       k mn m km
m 2

1
1 q I K (S )

2d
S

P   
   





  

          k (mn m k) k (mn m k)m
m

P1 
(1 q )(S S ) K(S S

d
)

2

    
     

 
 

โดยบทแทรก 3  และบทตั้ง  4  จะไดว้า่  

 k (mn m k)K(S S )   k k mn m k mn m k

k k mn m k mn m k

P q P q0 4

q P q P2 0

   

   

     
      
      

 

      k mn m k k mn m k

k mn m k k mn m k

q q 2(P P )0 4

P P q q2 0

   

   

   
        

 

      k mn m k k mn m k

k mn m k k mn m k

4(P P ) 4(q q )

2(q q ) 4(P P )

   

   

  
  

  
 

พิจารณา  

 m 1 k mn m k

2(I S ) (S S )      k mn m k k mn m km
m

P1 
1 q (S S ) K(S S )

2d

    
   


 


   

                 
   

   
k mn m k k mn m k

m

k mn m k k mn m k

q P
q

P

q 2 P1
  1

P qqd

   

   

   
     

  

       k mn m k k mn m km

k mn m k k mn m k

4(P P ) 4(q q )P
 

2(q q ) 4(P P )2

   

   

  
  

  



  

ดงันั้น    
n

mj k

j 0

q 



     m
m k mn m k k mn m k

4P1
1 q (P P )

2
q q

d
   

 
     

 
 

      m k mn m k m k mn m k

1
1 q 2q q P (P P )

d
           

     k mn m k m k m k

1
q q q P

d
q 2P        m mn m k m mn m k2q Pq P       

     m

k mn m k k mq ( 1
1

q)q
d

        m

mn m k-m( 1 q)  
    
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โดยบทตั้ง 5 (5.4)  จึงไดผ้ลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ืองดงัสมการ 

 
n

mj k

j 0

q 



   
m

k mn m k mn k k m

m

m

q 1 (q q )

1 ( )

q

1 2q

      


  
 

ในท านองเดียวกนั จะได ้

 
n

mj k

j 0

P 



     m
m k mn m k k mn m k

2P1
1 P P (q )

2d
qq    

 
     

 
 

                              k mn m k m k m k m mn m k m mn m kP q
1

P q P P q P P
d

q           

     k mn m k m k m k m mn m k m mn m kP ( q
1

P q P P ) q P P )
d

( q           

    m m

k mn m k k m mn m k-mP (
1

P 1) P ( ) P
d

1    
        

โดยบทตั้ง 5 (5.5)  จึงไดผ้ลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลด์งัสมการ    

 
n

mj k

j 0

P 



   
m

k mn m k mn k k m

m

m

P 1 (P P )

1 ( )

P

1 2q

      


  
     

 
สรุปผลการวจัิย  
  ก าหนดให ้  n  และ  m,  k  โดยท่ี  m   0   จะพบวา่ผลบวกของจ านวนเพลล ์
และจ านวนเพลลเ์ก่ียวเน่ือง เป็นดงัน้ี 

1) ผลบวกจ านวนเพลล์ คือ   
m

n
k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

P 1 (P P )
P

1 ( 1) 2

P

q

   





   


  
  

  ตัวอย่างที่ 1  ก าหนดให ้ n 3 , m 3   และ k 1  จะแสดงวา่ 

        
( 3)

( 3)(3) ( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3
3

1

( 3)

( 3

)

(-3)j 1

j 0 )

P 1 (P P )
P

1 1 2q

P

( )







       





   


  
  

  แนวคิด จาก (-3)j 1

j 0

3

P 



  (-3)(0) 1 (-3)(1) 1 (-3)(2) 1 (-3)(3) 1P P P P        

        21 85P P P P      
        1 ( 2) 29 ( 408)       

  นัน่คือ     (-3)j 1

j 0

3

P 



  380     5.1   

  และ  ( 3)(3) ( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3

( 3)

1

( 3)

( )

)

3

P 1 (P P )

1 ( 1) 2q

P






          

  

 11 8 41P 1 (PP P )

1 ( 1) 2( 7)

    


   
 

                   [( 408) 12]

14

1 5741   
  
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                   5320

14


  

  นัน่คือ  ( 3)(3) ( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3

( 3)

1

( 3)

( )

)

3

P 1 (P P )

1 ( 1) 2q

P






          

  
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1

( 3)

(

( 3) 1 ( 3)(3) 1 1 ( 3)

(-3)j
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1

0

P 1 (P P )
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1 (

P

1) 2q

       









   
  

  
   

2) ผลบวกจ านวนเพลลเ์ก่ียวเน่ือง คือ 
 

m
n

k mn m k mn k k m

mj k m
j 0 m

q 1 (q q )
q

1 ( 1) 2

q

q
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


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

  
  

 
  ตัวอย่างที่ 2  ก าหนดให ้ n 3 , m 3   และ k 1  จะแสดงวา่  
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3
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บรรทดัวา่ 
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ง 1 บรรทดั 
อภิปรายผล  
 จากการศึกษาคน้ควา้พบวา่ สมการเพลล ์ 2x 2x 1 0    มีจ  านวนจริง 1 1 2    และ 

2 1 2    เป็นค่าราก และจากการขยายแนวคิดโดยใชเ้มทริกซ์เพลล ์คือ เมทริกซ์  2 1
Q

1 0

 
  
 

 และ

เมทริกซ์เพลลเ์ก่ียวเน่ือง คือ เมทริกซ์  1 2
S

1 1

 
  
 

 ท  าใหไ้ดค้่าลกัษณะเฉพาะของเมทริกซ์ Q  และ

เมทริกซ์ S  คือ 
1 1 2    และ 

2 1 2    ดว้ยเหตุน้ีเองท าใหผู้ว้จิยัพบวา่มีเวกเตอร์ลกัษณะ
เฉพาะท่ีสมนยักบัค่าลกัษณะเฉพาะดงักล่าว จากนั้นผูว้จิยัไดใ้ชคุ้ณสมบติัของ  เมทริกซ์คลา้ยจึงท าให้
ไดเ้มทริกซ์ Q  และเมทริกซ์  S  ซ่ึงเป็นเมทริกซ์ค่ารากสมการเมทริกซ์เพลล ์ 2

2X 2X I  0 โดย
อาศยัทฤษฎีบทเคยเ์ลย ์- แฮมิลตนั จะไดว้า่เมทริกซ์ Q  และเมทริกซ์  S  เป็นตวัด าเนินการเชิงเส้นบน
สมการเมทริกซ์เพลล ์ 2

2X 2X I  0  ซ่ึง ถา้ m

2det(I S ) 0   ท าใหไ้ด ้ 
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และโดยอาศยัเอกลกัษณ์ของสมการเมทริกซ์เพลล์ท าใหไ้ดผ้ลบวกจ ากดัของล าดบัเพลล ์
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  และผลบวกจ ากดัของล าดบัเพลลเ์ก่ียวเน่ือง 

 
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n
k mn m k mn k k m
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j 0 m

q 1 (q q )
q
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q
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



   


  
  ในท่ีสุดบรรทดัวา่ง 1 บรรทดั 

ข้อเสนอแนะ  
  ควรมีการศึกษาความสัมพนัธ์ในประเด็นอ่ืน ๆ ดงัน้ี   

1) ศึกษาผลบวกจ ากดัของลบัดบัเพลล ์และเพลลลู์กสัโดยการใชเ้มทริกซ์ 
2) ศึกษาเอกลกัษณ์ของล าดบัเพลล ์และเพลลลู์กสั  

ศึกษาผลบวกของจ านวนอ่ืน ๆ ท่ีมีลกัษณะการเวยีนเกิดเช่นเดียวกบัล าดบัเพลล ์  
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