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บทที ่1 
บทน ำ 

 

ควำมเปน็มำและควำมส ำคญัของปญัหำ 
 ในปัจุบันทฤษฎีบทของเซตวิภัชนัย (Fuzzy set) ซึ่งน ำเสนอโดยซำเดห์ (Zadeh) ในปี 
ค.ศ. 1965 ได้มีกำรพัฒนำและประยุกต์ใช้อย่ำงกว้ำงขวำงในศำสตร์ต่ำง  ๆ ที่เกี่ยวกับวิทยำศำสตร์ 
เช่น กำรเคลื่อนไหวของประชำกร (Population dynamics) กำรควบคุมควำมอลวน (Chaos control) 
โปรแกรมทำงคอมพิวเตอร์และระบบไดนำมิคแบบไม่เชิงเส้น (Non-linear dynamics system) 
เป็นต้น 
 ทอพอโลยีวิภัชนัย (Fuzzy topology) เป็นอีกหนึ่งส่วนส ำคัญซี่งนักคณิตศำสตร์หลำยคน
ได้น ำไปศึกษำต่อโดยเฉพำะอย่ำงยิ่งในทฤษฎีบท  

e
  ในควอนตัมฟิสิกส์ 

 ในปีค.ศ. 1984 อตำนำสซอฟ (Atanassov) ได้น ำเสนอแนวคิดเกี่ยวกับวิภัชนัยแบบสหัช
ญำณบนเซต (Intuitionistic fuzzy set) ซึ่งได้มีกำรพัฒนำต่อมำจนกลำยเป็นแนวคิดใหม่ ๆ มำกมำย 
เช่นวิภัชนัยแบบสหัชญำณบนปริภูมิอิงระยะทำง (Intuitionistic fuzzy metric spaces) วิภัชนัยแบบ
สหัชญำณบนปริภูมเิชิงทอพอโลยี (Intuitionistic fuzzy topology spaces) วิภัชนัยแบบสหัชญำณบน
ปริภูมินอร์ม (Intuitionistic fuzzy normed spaces) วิภัชนัยแบบสหัชญำณบน 2-ปริภูมินอร์ม 
(Intuitionistic fuzzy 2-normed spaces) เป็นต้น จนกระทั่งในปีค.ศ. 2009 เมอร์ซำลีน (Mursaleen) 
โลฮำนี แดนนิช (Lohani Danish) และ โมเฮียดดีน (Mohiuddine) ได้น ำเสนอแนวคิดเกี่ยวกับ 
วิภัชนัยแบบสหัชญำณบน 2-ปริภูมอิิงระยะทำง (Intuitionistic fuzzy 2-metric spaces) 
 ในงำนวิจัยนี้จะก ำหนดนิยำมของวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมิ (Intuitionistic 
fuzzy n-spaces) พร้อมทั้งศึกษำสมบัติพื้นฐำนต่ำง ๆ เพื่อให้ได้ข้อสรุปเป็นองค์ควำมรู้ใหม่เกี่ยวกับ
วิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมแิละสมบัติพื้นฐำนต่ำง ๆ 
 

วตัถปุระสงคข์องกำรวจิัย 
 1. สร้ำงนิยำมวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมิ 
 2. สร้ำงนิยำมทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมิ 
 3. ศึกษำสมบัติต่ำง ๆ ของทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูม ิ 
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 ประโยชน์ทีค่ำดวำ่จะไดจ้ำกกำรวจิัย 
 ได้ผลสรุปที่เป็นองค์ควำมรู้ใหม่ดังนี้ 
 1. สำมำรถนิยำมวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมิ 
 2. สำมำรถนิยำมทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมิ 
 3. ทรำบสมบัติเบื้องต้นต่ำง ๆ ของปริภูมิทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน  
n-ปริภูมิ 
 

ขอบเขตของกำรวิจยั 
 งำนวิจัยนี้นิยำมวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมิ และทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบ 
สหัชญำณบน n-ปริภูม ิพร้อมทั้งศึกษำสมบัติเบื้องต้นต่ำง ๆ ของปริภูมิทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบ
สหัชญำณบน n-ปริภูมิ เช่น บอลเปิด เซตเปิด กำรลู่เข้ำของล ำดับ ล ำดับโคชีเป็นต้น  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



บทที ่2 
เอกสารและงานวจิยัทีเ่กีย่วขอ้ง 

 

ความรูพ้ืน้ฐาน 
บทนยิาม 2.1  ให้  ,X d  เป็นปริภูมิอิงระยะทางซึ่งประกอบไปด้วยเซต X  ที่ไม่เป็นเซตว่างและ
ฟังก์ชัน :d X X   มีสมบัติดังนี้ ส าหรับ , ,x y z X  
 1.   ,      0d x y   
 2.   ,     0d x y    ก็ต่อเมื่อ  x y  
 3.       ,      ,d x y d y x  
 4.       ,       , ,   d x z d x y d y z   
เรียก d  ว่าฟังก์ชันระยะทาง (Distance function) หรือเมตริก (Metric) บน X  
 
บทนยิาม 2.2  ให้  ,X d  เป็นปริภูมิอิงระยะทาง เราจะนิยามบอลเปิด (Open ball) โดย 
    0 0;  : ,  B x r x X d x x r    โดยที่ 0x X  เป็นจุดศูนย์กลางและ r   เป็นรัศมี 

 
บทนยิาม 2.3  ก าหนดให้  ,X d  เป็นปริภูมิอิงระยะทางและ G X  เรียกเซต G  ว่าเป็นเซตเปิด 
(Open set) ก็ต่อเมื่อทุก ๆ x G  จะมี 0x   ที่ท าให้  ;d xB x G   
 
บทนยิาม 2.4  ก าหนดให้  ,X d  เป็นปริภูมิอิงระยะทางและ F X  เรียกเซต F  ว่าเป็นเซตปิด 
(Closed set) ก็ต่อเมื่อ X F  เป็นเซตเปิด 
 
บทนยิาม 2.5  ให้ x  เป็นจ านวนจริงและ   เป็นจ านวนจริงบวก เราเรียกเซต  ,x x    ว่า
เป็นย่านใกล้เคียงระยะ   ของ x  ( -neighborhood of x ) 
 ใช้สัญลักษณ์    ,N x x x      และเรียกเซต U  ว่าเป็นย่านใกล้เคียงของ x  ถ้า 
U  มีสมบัติว่า  N x U   ส าหรับ   บางจ านวน  
 
บทนยิาม 2.6  ก าหนดให้  ,X d  เป็นปริภูมิอิงระยะทางและ ,A B X  แล้ว B  เป็นย่าน
ใกล้เคียง (Neighborhood) ของ A  ก็ต่อเมื่อมีเซตเปิด G  ซึ่ง  A G B   
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บทนยิาม 2.7  ก าหนดให้  ,X d  เป็นปริภูมิอิงระยะทางและ A X  เรียก p A  ว่าเป็นจุด
ภายใน (Interior point) ของ A  ก็ต่อเมื่อมี 0   ที่ท าให้  ; B p A  เขียนแทนเซตของจุด
ภายในทั้งหมดของ A  ด้วย int A   
 นั่นคือ   int    , ,for some  0  A x A B x A      
 
บทนยิาม 2.8  ก าหนดให้  ,X d  เป็นปริภูมิอิงระยะทางและให้ x X   
 ถ้าส าหรับทุก ๆ 0   และมี y E  โดยที่  , d x y  แล้วจะกล่าวว่า x  เป็นจุด
ของส่วนปกคลุม (Closure) ของเซต E  ใช้สัญลักษณ์ E  แทนเซตของจุดส่วนปกคลุมของ E  ซึ่ง
ชัดเจนว่า E E  
 
ทฤษฎบีท  2.9  ให้  ,X d  เป็นปริภูมิอิงระยะทาง จะได้ว่า 
 เซตย่อย F  ของ X  เป็นเซตปิดก็ต่อเมื่อ F F  
 
บทนยิาม  2.10  ให้  ,X d  เป็นปริภูมิอิงระยะทาง จะกล่าวว่า X  แยกกันได้ (Separable) ถ้ามีเซต 
D X  โดยที่ D  เป็นเซตนับได้และ D  เป็นเซตหนาแน่น (Dense set) ใน X  กล่าวคือ D X  
 
ทฤษฎบีท  2.11 ปริภูมิอิงระยะทาง X  จะแยกกันได้ก็ต่อเมื่อมีวงศ์ซึ่งนับได้  iO  ของเซตเปิดโดย
ที่ส าหรับทุก ๆ เซตเปิด O X  จะได ้

i

i

O O

O O


    

 
บทนยิาม  2.12  ก าหนดให้  ,X d  และ ( , )Y d  เป็นปริภูมิอิงระยะทางจะกล่าวว่าฟังก์ชัน 

:f X Y  ต่อเนื่อง (Continuous) ที่จุด 0x X  ถ้าแต่ละ 0   จะมี 0   ซึ่งส าหรับ x X  
ถ้า  0,d x x   แล้ว     '

0,d f x f x   และจะกล่าวว่า f  ต่อเนื่องบน X  ถ้า f  ต่อเนื่อง
ที่ทุก ๆ จุดใน X  
 
บทนยิาม 2.13  ก าหนดให้  nx  เป็นล าดับในปริภูมิอิงระยะทาง  ,X d  และ x X   
 ถ้าส าหรับทุก ๆ 0   จะมี N  โดยที่  , nd x x   ส าหรับทุก ๆ n N  แล้ว 
จะกล่าวว่าล าดับ  nx  ลู่เข้าสู่ (Converge to) x   
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บทนยิาม 2.14  ก าหนดให้  nx  เป็นล าดับในปริภูมิอิงระยะทาง  ,X d  และ x X   
 x  เป็นจุดเกาะกลุ่ม (Cluster Point) ของ  nx  ก็ต่อเมื่อส าหรับทุก ๆ 0   และทุก ๆ 
N  จะมี n N  โดยที่  , nd x x  
 
ทฤษฎบีท 2.15  ก าหนดให้  nx  เป็นล าดับในปริภูมิอิงระยะทาง  ,X d  และ x X   
 ถ้า  nx  ลู่เข้าสู่ x  แล้ว x  เป็นจุดเกาะกลุ่มของ  nx   
 
บทนยิาม 2.16  ก าหนดให้  nx  เป็นล าดับในปริภูมิอิงระยะทาง  ,X d  จะกล่าวว่า  nx  เป็น
ล าดับโคชี (Cauchy sequence) ก็ต่อเมื่อส าหรับแต่ละ 0   จะมี N  โดยที่  ,m nd x x   
ส าหรับทุก ๆ ,m n N  จะเรียกปริภูมิอิงระยะทาง X  ว่า ปริภูมิอิงระยะทางสมบูรณ์ (Complete 
metric space) ถ้าทุก ๆ ล าดับโคชีใน X  เป็นล าดับลู่เข้า 
 
ทฤษฎบีท 2.17  ให้  ,X d  เป็นปริภูมิอิงระยะทางและ F  เป็นเซตย่อยของ X  
 F  เป็นเซตปิดก็ต่อเมื่อ  nx  เป็นล าดับใน F  และถ้า  nx  ลู่เข้าสู่ x  แล้ว x F  
 
บทนยิาม 2.18  ปริภูมเิชิงทอพอโลยี ( , )X  หมายถึงเซต X   และวงศ์   ของเซตย่อย (ซึ่งจะ
เรียกว่าเซตเปิด) โดยมีสมบัติดังนี้ 
 1.  X   และ   
 2.  ถ้า 1O   และ 2O   แล้ว 1 2O O    
 3.  ถ้า  O  แล้ว 



O  

เราจะเรียกวงศ์   ว่าทอพอโลยีบนเซต X  
 
บทนยิาม 2.19  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและ F X  จะกล่าวว่า F  เป็นเซตปิด ถ้า 
X F  เป็นเซตเปิด 

 
บทนยิาม 2.20  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและ  nx  เป็นล าดับใน X  เราจะกล่าวว่า 
 nx  เป็นล าดับลู่เข้าสู่ x X  ถ้าส าหรับทุก ๆ เซตเปิด O  ซึ่ง x O  จะมี N  โดยที่ 

nx O  ส าหรับทุก ๆ n N  
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บทนยิาม 2.21  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและ  nx  เป็นล าดับใน X  เราจะกล่าวว่า 
x X  เป็นจุดเกาะกลุ่ม (Cluster Point) ของ  nx  ถ้าส าหรับทุก ๆ 0   และทุก ๆ N  จะมี 

n N  โดยที่ nx O  
 
ทฤษฎบีท 2.22  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและ  nx  เป็นล าดับใน X  ถ้า  nx  ลู่เข้าสู่ 
x  แล้ว x  เป็นจุดเกาะกลุ่ม (Cluster point) ของ  nx  
 
บทนยิาม 2.23  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยี จะกล่าวว่า x  เป็นจุดเกาะกลุ่ม (Cluster point) 
ของเซต E  ก็ต่อเมื่อส าหรับทุก ๆ O   ซึ่งถ้า x O  แล้ว O E   
 
ทฤษฎบีท 2.24  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยี เซต A X  เป็นเซตเปิดก็ต่อเมื่อส าหรับแต่
ละ x A  จะมีเซตเปิด O  โดยที่ x O A   
 
บทนยิาม 2.25  ให้ ( , )X  และ  ,Y    เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและให้ f  เป็นฟังก์ชันซึ่งส่งจาก 
( , )X  ไปยัง  ,Y    เราสามารถกล่าวได้ว่า  
 f  เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง (Continuous function) ก็ต่อเมื่อถ้า  O  แล้ว  1  f O    
 
บทนยิาม 2.26  ให้ ,X Y  เป็นเซตใด ๆ และให้ : f X Y  ถ้า A  เป็นเซตย่อยของเซต X  และ 

: g A Y  ซึ่งนิยามโดย    g x f x  ส าหรับทุก ๆ x A  แล้วฟังก์ชัน g  นี้จะเรียกว่า การ
ก ากัด (Restriction) ของ f  ไปยังเซต A   
 
บทนยิาม 2.27  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและ A  เป็นเซตยย่อยของ X  และให้ 

    A A O O   
 จะเรียก  A  ว่าทอพอโลยีที่สืบทอดจาก   และเรียก  , AA  ว่าปริภูมิย่อย (Subspace) 
ของปริภูมิเชิงทอพอโลยี ( , )X  
 
ทฤษฎบีท 2.28  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยี ถ้าฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองบนปริภูมิ 
X  แล้วการก ากัด (Restriction)  1f  ของ f  ไปยังปริภูมิย่อย A  ของ X  เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองบน 
A  นั่นคือ    1 1

1f O A f O    
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ทฤษฎบีท 2.29  ให้ ( , )X  และ  ,Y    เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยี f  ฟังก์ชนัเป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง
ซึ่งส่งจาก ( , )X  ไปยัง  ,Y    ก็ต่อเมื่อภาพผกผัน (Inverse image) ของทุก ๆ เซตปิดเป็นเซตปิด 
 
ทฤษฎบีท 2.30  ผลรวมและผลคูณของฟังก์ชันต่อเน่ืองค่าจริง 2 ฟังก์ชันจะเป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 
 
ทฤษฎบีท 2.31  ก าหนดให้ F  เป็นเซตย่อยซึ่งเป็นเซตปิดของปริภูมิเชิงทอพอโลยี X  และ  nx  
เป็นล าดับใน F  ถ้า x  เป็นจุดเกาะกลุ่มของ  nx  แล้ว x F  
 
บทนยิาม 2.32  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและให้ B  เป็นวงศ์ของเซตเปิดของปริภูมิเชิง
ทอพอโลยี X  จะกล่าวว่า B  เป็นฐาน (Bases) ส าหรับทอพอโลยี   ของ  X  ก็ต่อเมื่อส าหรับ 
ทุก ๆ เซตเปิด O  และทุก ๆ x O  จะมีเซต B B  โดยที่  x B O    
 
บทนยิาม 2.33  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและให้ x X   
 เซตย่อย xN  จะเป็นย่านใกล้เคียง (Neighborhood) ของ x  ก็ต่อเมื่อมี O  โดยที่  
  xx O N  

 
บทนยิาม 2.34  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและให้ xB  เป็นวงศ์ของเซตเปิดโดยที่ทุก ๆ 
เซตเปิดใน xB  จะต้องมี x  เป็นสมาชิกอยู่ภายใน   
 วงศ์ xB  เป็นฐานที่ x  ก็ต่อเมื่อส าหรับแต่ละเซตเปิด O  ที่ซึ่ง x O  จะมี  xB B  โดย
ที่  x B O   
 
บทนยิาม 2.35  ปริภูมเิชิงทอพอโลยีจะกล่าวว่าเป็นสัจพจน์ล าดับที่หนึ่งของการนับได้ (The first 
axiom of countability) ถ้ามีฐานซึ่งนับได้ (Countable bases) ที่ทุก ๆ จุด (กล่าวคือส าหรับทุก ๆ 
x X  จะมีล าดับ  

i i
N  ของย่านใกล้เคียงของ x  โดยที่ส าหรับทุก ๆ ย่านใกล้เคียง N  จะมี 

i  ที่ซึ่ง  ix N N ) 
 
ทฤษฎบีท 2.36  ก าหนดให้ปริภูมิทอพอโลยี X  เป็นสัจพจน์ล าดับที่หนึ่งของการนับได้ ดังนั้น 
x E  ก็ต่อเมื่อมีล าดับจาก E  ซึ่งลู่เข้าสู่ x  
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ทฤษฎบีท 2.37  ก าหนดให้ปริภูมิเชิงทอพอโลยี X  เป็นสัจพจน์ล าดับที่หนึ่งของการนับได้ ดังนั้น  
x  เป็นจุดเกาะกลุ่มของ  nx  ใน X  กต็่อเมื่อ  nx  มีล าดับย่อยซึ่งลู่เข้าสู ่ x  
 
บทนยิาม 2.38  ปริภูมเิชิงทอพอโลยีจะกล่าวว่าเป็นสัจพจน์ล าดับที่สองของการนับได้ (The second 
axiom of countability) ถ้ามีฐานซึ่งนับได้ (Countable bases) บนทอพอโลยี 
 
บทนยิาม 2.39  ให้ ( , )X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและ ,x y X  โดยที่ x y   
 ถ้ามีเซตเปิด 1 2, ΤO O   โดยที่ 1x O  2y O  และ 1 2  O O  แล้วเราจะกล่าวว่า
ปริภูมิ X  เป็นปริภูมิเฮาส์ดอร์ฟ (Hausdorff space) 
 
บทนยิาม 2.40  ให้ A  และ B  เป็นเซตใด ๆ 
  ผลคูณตรง (Product) ของเซต A  กับเซต B  (แทนโดย A B ) คือเซต 

  , ,   A B x y x A y B  
 
บทนยิาม 2.41  ให้ ( , ) XX  และ ( , )YY  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยี  
 ทอพอโลยีของผลคูณตรงนิยามโดย  ,      X Y X YA B A B  และเรียก 

 ,  X YX Y  ว่าปริภูมิของผลคูณตรง (Product space) 
 
ทฤษฎบีท 2.42  ผลคูณตรงของปริภูมิเฮาส์ดรอฟเป็นปริภูมิเฮาส์ดอร์ฟ   
 
บทนยิาม 2.43  ก าหนดให้ X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยี เราจะกล่าวว่า X  แยกกันได้ (Separable) 
ถ้ามีเซต  D X  ซึ่งเป็นเซตจ ากัดและ D  เป็นเซตหนาแน่น (Dense set) นั่นคือ D X  
 
บทนยิาม 2.44  ก าหนดให้ X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและ E X  เราจะกล่าวว่าเซต E  เป็นเซต
ทุก ๆ ที่ไม่หนาแน่น (Nowhere dense) ถ้า X E  เป็นเซตหนาแน่น 
 
บทนยิาม 2.45  ให้ X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและให้  U  เป็นวงศ์ของเซตเปิดบนปริภูมิเชิง 
ทอพอโลยี ถ้า 



X U   แล้วจะกล่าวว่า  U  เป็นเซตปกเปิด (Open covering set) ของ X   
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บทนยิาม 2.46  ให้ X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยี เราจะกล่าวว่า X  เป็นปริภูมิกระชับ (Compact 
space) ถ้าทุก ๆ เซตปกเปิด (Open cover) U  ของ X  มีเซตปกเปิดย่อยเป็นจ านวนจ ากัด กล่าวคือ

จะมี  1 2, , , NO O O U   โดยที่ 
1

N

i

i

X O


  

 
ทฤษฎบีท 2.47  ทุก ๆ เซตปิดซึ่งเป็นเซตย่อยในปริภูมิกระชับจะเป็นเซตกระชับและทุก ๆ เซต
กระชับซึ่งเป็นเซตย่อยของปริภูมิเฮาส์ดอร์ฟจะเป็นเซตปิด 
 
บทนยิาม 2.48  ให้ X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีและให้ nA  เป็นเซตปิดยย่อยของ X  โดยที่ 

 int nA  ส าหรับทุก ๆ n   ถ้า int


 
  

 
n

n

A  แล้วจะกล่าวว่า X  เป็นปริภูมิแบร์ 

(Baire space) 
 

นิยามทีเ่กีย่วขอ้งกบัวิภชันยัแบบสหชัญาณบนปรภิมูอิงิระยะทาง 
บทนยิาม 2.49  การด าเนินการทวิภาค      : 0,1 0,1 0,1    จะกล่าวว่ามีความต่อเน่ืองแบบ  
t -นอร์ม (Continuous t -norm) ถ้ามีสมบัติดังนี้ 
 (1)    มีสมบัติเปลี่ยนกลุ่มและสลับที ่
 (2)    เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
 (3)  1a a   ส าหรับทุก ๆ  0,1a  
 (4)  ถ้า a c  และ b d  แล้ว a b c d    ส าหรับทุก ๆ  , , , 0,1a b c d   
การด าเนินการทวิภาค      : 0,1 0,1 0,1     จะกล่าวว่ามีความต่อเน่ืองแบบ t -โคนอร์ม 
(Continuous t -conorm) ถ้ามีสมบัติ (1), (2), (4) และ 
 (3)     0a a  ส าหรับทุก ๆ  0,1a  
 
บทนยิาม 2.47  ก าหนดให้ X  ไม่เป็นเซตว่าง   มีความต่อเน่ืองแบบ t -นอร์ม  มีความต่อเน่ือง
แบบ t -โคนอร์มและ ,M N  เป็นความสัมพันธ์แบบวิภัชนัยบน  0,X X    เราจะเรียก  
 , , , ,X M N    ว่าเป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง ถ้า ,M N  ซึ่งมีสมบัติดังนี้ 
ส าหรับทุก ๆ , ,x y z X  และ , 0s t   
 (1)     , ; , ; 1M x y t N x y t   
 (2)  ส าหรับทุก ๆ ,x y X  โดยที่ x y  จะได้  , ; 0M x y t   
 (3)  ถ้า  , ; 1M x y t   แล้ว x y  
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 (4)     , ; , ;M x y t M y x t  
 (5)         , ; , ; , ;M x y t M y z s M x z s t    
 (6)       , ; : 0, 0,1M x y   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
 (7)  ส าหรับทุก ๆ ,x y X  โดยที่ x y  จะได้  , ; 1N x y t   
 (8)  ถ้า  , ; 0N x y t   แล้ว x y  
 (9)     , ; , ;N x y t N y x t  
 (10)      , ;   , ;   , ;N x y t N y z s N x z s t    
 (11)      , ; : 0, 0,1N x y    เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
เราจะเรียก  ,M N  ว่าเปน็วิภัชนัยแบบสหัชญาณเมตริกบน X  และเขียนแทนโดย  ,M N   
 
บทนยิาม 2.48  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง และ
ให้  0,1r  0t   และ x X   เราจะเรียกเซต  
    , ;   , ; 1  B x r t y X M x y t r     และ   , ;N x y t r  
ว่าเป็นบอลเปิด (Open ball) ที่มีจุดศูนย์กลางที่ x  และรัศมี r  ณ จุด t  
 
บทนยิาม 2.49  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง 
ดังนั้นเซต U X  จะกล่าวว่าเป็นเซตเปิด (Open set) ถ้าส าหรับทุก ๆ x U  เป็นจุดศูนย์กลาง
ของบอลเปิดส าหรับบางบอลเปิดซึ่งเป็นเซตย่อยของ U  เซตเปิดในวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน
ปริภูมิอิงระยะทาง  , , , ,X M N    เขียนแทนโดย  
 
บทนยิาม 2.50  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง เซต
ย่อย A  ของ X  จะกล่าวว่ามีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง  
( IF  bounded) ถ้ามี 0t   และ  0,1r  โดยที่  , ; 1M x y t r   และ  , ;N x y t r  
ส าหรับทุก ๆ ,x y A  
 
บทนยิาม 2.51  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง 
ล าดับ  nx  ใน X  จะกล่าวว่าเป็นล าดับโคชี (Cauchy sequence) ถ้าส าหรับทุก ๆ 0   และ 
ทุก ๆ 0t  จะมี 0n   โดยที่  , ; 1n mM x x t    และ  , ;n mN x x t   ส าหรับทุก ๆ 

0,n m n   
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บทนยิาม 2.52  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง 
ล าดับ  nx  ใน X  จะกล่าวว่าลู่เข้าสู่ L X  บนวิภัชนัยแบบสหัชญาณเมตริก  ,M N  ถ้า
ส าหรับทุก ๆ 0   และ 0t   จะมี 0n   โดยที่  , ; 1nM x L t    และ  , ;nN x L t 

ส าหรับทุก ๆ 0n n  และเขียนแทนโดย ( , )M N

nx L  ขณะที่ n   
 
บทนยิาม 2.53  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง จะ
เรียกเซตที่นิยามโดย  

( , )M N A X   ส าหรับทุก ๆ x A  จะมี 0t   และ  0,1r โดยที่ B(x,r; t) A    
ว่าเป็นทอพอโลยีบน  , , , ,X M N    
 
บทนยิาม 2.54  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง เรา
จะกล่าวว่า  , , , ,X M N    เป็นปริภูมิบริบูรณ์ (Complete space) ถ้าทุก ๆ ล าดับโคชีเป็นล าดับลู่
เข้าบนวิภัชนัยแบบสหัชญาณเมตริก  ,M N  
 
บทนยิาม 2.55  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง เรา
จะเรียก  n n

F


 ของเซตซึ่งไม่เป็นเซตว่างว่าวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลางเป็นศูนย์ 
(Intuitionistic fuzzy diameter zero) ถ้าส าหรับทุก ๆ  0,1r  และทุก ๆ 0t   จะมี 0n   โดย
ที่  , ; 1M x y t r    และ  , ;N x y t r  ส าหรับทุก ๆ , nx y F  
 
บทนยิาม 2.56  ก าหนดให้ X  เป็นเซตซึ่งไม่เป็นเซตว่างและ  , , , ,Y M N    เป็นวิภัชนัยแบบ
สหัชญาณบนปริภูมิอิงระยะทาง ดังนั้นล าดับ  nf  ของฟังก์ชันจาก X  ไปยัง Y  จะกล่าวว่าลู่เข้า
เอกรูปหา (Converge uniformly to) ฟังก์ชัน f  จาก X  ไปยัง Y  ถ้าส าหรับทุก ๆ  0,1r  และ
ทุก ๆ 0t   จะมี 0n   โดยที่  ( ), ( ); 1nM f x f x t r   และ  ( ), ( ),;nN f x f x t r  
ส าหรับทุก ๆ 0n n  และส าหรับทุก ๆ x X   
 



 
 

บทที ่3 
วธิดี ำเนนิกำรวจิยั 

 
 ในกำรนิยำมวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมิเพื่อใช้ในกำรศึกษำนั้น ผู้วิจัยได้
ด ำเนินกำรตำมขั้นตอนดังนี้ 
 1. ศึกษำกำรวิจัยที่เกี่ยวข้อง 
 2. นิยำมวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมแิละนิยำมทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบ 
สหัชญำณบน n-ปริภูมิ 
 3. ศึกษำสมบัติเบื้องต้นต่ำง ๆ ของปริภูมิทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน  
n-ปริภูมิ 
 ซึ่งในแต่ละขั้นตอน ผู้วิจัยได้สร้ำงข้อควำมคำดกำรณ์ (conjecture) ที่คำดว่ำจะเป็นจริง 
และหำแนวทำงในกำรพิสูจน์เพื่อแสดงว่ำข้อควำมคำดกำรณ์เป็นจริง 
 

วธิดี ำเนนิกำรวจิัย 
1.  ศกึษำงำนวจิยัทีเ่กีย่วข้อง 
 ในกำรวิจัยครั้งนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษำจำกเอกสำรและงำนวิจัยต่ำง ๆ ซึ่งได้อ้ำงอิงให้เห็น
บำงส่วน 
 1. Fuzzy sets ของ Zadeh (1965) 
 2. Intuitionistic fuzzy set ของ Atanassov (1986) 
 3. Intuitionistic fuzzy metric space ของ Park (2004) 
 4. Intuitionistic fuzzy 2- metric space and its completion ของ Mursaleen, Lohani, and 
Mohiuddine (2009) 
 5. Baire’s and Cantor’s theorems in intuitionistic fuzzy metric space ของ Mursaleen 
and Lohani (2009) 
 งำนวิจัยในหัวข้อนี้ ผู้วิจัยจะใช้ในกำรศึกษำเซตวิภัชนัย วิภัชนัยแบบสหัชญำณบนเซต 
วิภัชนัยแบบสหัชญำณบนปริภูมิอิงระยะทำง วิภัชนัยแบบสหัชญำณบน 2-ปริภูมิอิงระยะทำงและ
ศึกษำสมบัติต่ำง ๆ ของวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน 2-ปริภูมิอิงระยะทำง รวมทั้งศึกษำแนวทำงใน
กำรพิสูจน์ ทั้งนี้เพื่อผู้วิจัยจะใช้เป็นข้อคำดกำรณ์ในกำรศึกษำบนวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน  
n-ปริภูมิต่อไป 
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2. นยิำมวภิชันยัแบบสหชัญำณบน n-ปรภิมูแิละนยิำมทอพอโลยขีองวภิชันยัแบบสหชัญำณบน  
n-ปรภิมู ิ
 จำกกำรศึกษำงำนวิจัยเบื้องต้นเกี่ยวกับวิภัชนัยแบบสหัชญำณบนปริภูมิอิงระยะทำง  
แล้วพบว่ำผู้วิจัยสำมำรถนิยำมวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมแิละทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบ
สหัชญำณบน n-ปริภูมไิด้ นอกจำกนั้นยังได้ตัวอย่ำงนิยำมของวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมิ
และนิยำมทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน n-ปริภูมิ 
 
3. ศกึษำสมบตัิเบือ้งตน้ต่ำง ๆ ของปริภมูทิอพอโลยบีนวภิชันยัแบบสหชัญำณบน n-ปรภิมู ิ  
 ในกำรศึกษำสมบัติเบื้องต้นต่ำง ๆ ของปริภูมิทอพอโลยีบนวิภัชนัยแบบสหัชญำณบน  
n-ปริภูม ิผู้วิจัยจะเร่ิมพิจำรณำจำกสมบัติต่ำง ๆ เช่น เซตเปิด ล ำดับลู่เข้ำ ล ำดับโคชี กำรมีขอบเขต
แบบวิภัชนัยแบบสหัชญำณบนปริภูมิอิงระยะทำง ทฤษฎีบทของแบร์และคันเตอร์ เป็นต้น 
  



บทที ่4 
ผลการวจิยั 

 

1. บทนิยามของวภิชันยัแบบสหชัญาณบน n-ปรภิมู ิ
บทนยิาม 4.1 (Park, 2004) การด าเนินการทวิภาค      : 0,1 0,1 0,1    จะกล่าวว่ามีความ
ต่อเนื่องแบบ t -นอร์ม (Continuous t -norm) ถ้ามีสมบัติดังนี้ 
 (1)   มีสมบัติเปลี่ยนกลุ่มและสลับที ่
 (2)   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
 (3) 1a a   ส าหรับทุก ๆ  0,1a  
 (4)  ถ้า a c  และ b d  แล้ว a b c d    ส าหรับทุก ๆ  , , , 0,1a b c d   
 
บทนยิาม 4.2 (Park, 2004) การด าเนินการทวิภาค      : 0,1 0,1 0,1    จะกล่าวว่ามีความ
ต่อเนื่องแบบ t -โคนอร์ม (Continuous t -conorm) ถ้ามีสมบัติดังนี้ 
 (1)   มีสมบัติเปลี่ยนกลุ่มและสลับที ่
 (2)   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
 (3) 0a a   ส าหรับทุก ๆ  0,1a  
 (4) ถ้า a c  และ b d  แล้ว a b c d    ส าหรับทุก ๆ  , , , 0,1a b c d   
 
ข้อสงัเกต 4.3 (Park, 2004) 
 (1) ส าหรับทุก ๆ  1 2,  0,1 r r   โดยที่ 1 2r r  จะมี  3 4,  0,1 r r   ที่ซึ่ง 1 3 2r r r   และ 

1 4 2r r r   
 (2)  ส าหรับทุก ๆ  5 0,1 r   จะมี  6 7,  0,1r r   ที่ซึ่ง 6 6 5r r r   และ 7 7 5r r r   
 
บทนยิาม 4.4  ก าหนดให้ X  ไม่เป็นเซตว่าง ฟังก์ชันค่าจริง d  บน 1nX   จะกล่าวว่าเป็น  
n-เมตริก (n-metric) บนเซต X  ถ้ามีสมบัติดังนี้ 
 (1) ส าหรับทุก ๆ สมาชิก 1 2,  ,  ,  nx x x  ซึ่งแตกต่างกันใน X  จะมี w X  โดยที่ 

1 2( ,  ,  ,  ,  ) 0nd x x x w   
 (2) ส าหรับแต่ละ 1 1,  ,  nx x X   จะได้ว่า  1 1,  ,  0nd x x    ก็ต่อเมื่อ i jx x  
ส าหรับบาง i j  
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 (3)    1 1 1 1 1 1 1 1, ,  ,  , , ,  , , ,  ,  , , n i j i j i j nd x x d x x x x x x x x           ส าหรับทุก ๆ 

1 1, , nx x X   เมื่อ , 1,2, , 1i j n    
 (4)  1 1 2 1 1 3 1 1, , ( , , , ) ( , ,  , , ) ( , , , )n n n nd x x d w x x d x w x x d x x w          
ส าหรับทุก ๆ 1 2 1,  ,  ,  , nx x x w X   
 เราจะเรียก  ,X d  ว่าเป็นปริภูมิ n-เมตริก  
 
ตัวอยา่ง 4.5  ก าหนดให้ nX   และ    1 1,  ,  minn n i jd x x x x i j     เมื่อ 

   
2 2

1 1i j i j in jnx x x x x x      

โดยที่  1 1 2,  ,  ,i i i inx x x x   ส าหรับทุก ๆ 1,2, , 1i n    จะได้ว่า  ,n

nd  เป็นปริภูมิ  
n-เมตริก 
พสิจูน์  (1)  ก าหนดให้ 

1 2, , , n

nx x x   โดยที่ 
i jx x  ส าหรับทุก ๆ i j  และให้ 

nw   โดยที่ iw x  ส าหรับทุก ๆ 1,2, , 1i n    ดังนั้น 0i jx x   และ 0ix w   
ส าหรับทุก ๆ 1,2, , 1i n    ดังนั้น  min 0i jx x i j    นั่นคือส าหรับทุก ๆ สมาชิก 

1 2,  ,  ,  nx x x  ซึ่งแตกต่างกันใน X  จะมี w X  โดยที่ 1 2( ,  ,  ,  ,  ) 0n nd x x x w   
 (2)  สมมติให้ 

i jx x  โดยที่ i j  เห็นได้ชัดว่า 0i j i ix x x x     นั่นคือ 

 1 1,  ,  0n nd x x    ในทางกลับกันถ้าให้  1 1,  ,  0n nd x x    ส าหรับทุก ๆ 
1 2, , , n

nx x x   
ดังนั้น  min 0i jx x i j    นั่นคือ 0i jx x   ส าหรับบาง i j  จะได้ว่า 

i jx x  

ส าหรับบาง i j  
 (3)  เห็นได้ชัดว่า    1 1 1 1 1 1 1 1, ,  ,  , , ,  , , ,  ,  , , n n n i j i j i j nd x x d x x x x x x x x           
ส าหรับทุก ๆ 

1 2 1, , , n

nx x x    และทุก ๆ , 1,2, , 1i j n     
 (4) จะแสดงว่า  
  1 1 2 1 1 3 1 1, ,  ( ,  ,  ,  ) ( ,  ,   ,  ,  ) ( ,  ,  ,  )n n n n n n n nd x x d w x x d x w x x d x x w          
ส าหรับทุก ๆ 

1 2 1, , , n

nx x x    
 ถ้า iw x  ส าหรับบาง i  แล้วจะได้ 
  2 1 1 3 1 1( ,  ,  ,  ) ( ,  ,   ,  ,  ) ( ,  ,  ,  )n n n n n nd w x x d x w x x d x x w       
   2 1 1 3 1( ,  ,  ,  ) ( ,  ,   ,  ,  )n i n n i nd x x x d x x x x      
     1 1 1 1 1, , , , , ,  ( ,  ,  ,  )n i i i n n n id x x x x x d x x x        
    1 1 1 10 0 0 , , , , , ,  0 0n i i i nd x x x x x           
    1 1, , n nd x x    
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 ถ้า iw x  ส าหรับทุก ๆ i  แล้วจะได้ 
  ถ้า  1 1 1 1, , , , , , n i i nd x x w x x x w       ส าหรับบาง 1,2,..., 1n     
   จะได้ว่า 
    2 1 1 3 1 1( ,  ,  ,  ) ( ,  ,   ,  ,  ) ( ,  ,  ,  )n n n n n nd w x x d x w x x d x x w       
      1 1 1 1... , , , , , , n nw x w x d x x w x x              
      ...w x w x       
      1 1 1 1, , , , , , n nd x x w x x n w x          
   พิจารณา  
     1 1 1 1, , , , , , n nd x x w x x      
      , 1,2,..., 1= min ,i j kx x x i jw k n        

   ถ้า  1 1 1 1, , , , , , n n i jd x x w x x x x        ส าหรับบาง i j   
    จะได้ว่า 
     2 1 1 3 1 1( ,  ,  ,  ) ( ,  ,   ,  ,  ) ( ,  ,  ,  )n n n n n nd w x x d x w x x d x x w        
      

i jx x n w x     
      

i jx x     
       1 1, , n nd x x    
   ถ้า  1 1 1 1, , , , , , n n kd x x w x x w x        ส าหรับบาง k   
    สมมติให้  minm n i jx x x x i j     ส าหรับบาง m n  จะได้ว่า 

    2 1 1 3 1 1( ,  ,  ,  ) ( ,  ,   ,  ,  ) ( ,  ,  ,  )n n n n n nd w x x d x w x x d x x w        
      kw x n w x     
       1kw x w x n w x         
       1kx x n w x       
       1m nx x n w x       
      m nx x     
       1 1, , n nd x x    
 ถ้า  1 1 1 1, , , , , , n i i nd x x w x x x w       ส าหรับทุก ๆ 1,2,..., 1n    
   จะได้ว่า  1 1 1 1, , , , , , n i i n i jd x x w x x x x       ส าหรับบาง i j   
   ดังนั้น       
    2 1 1 3 1 1( ,  ,  ,  ) ( ,  ,   ,  ,  ) ( ,  ,  ,  )n n n n n nd w x x d x w x x d x x w       
       1 1 1 1... , , , , , , i j i j n nx x x x d x x w x x            
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       ...i j i jx x x x      
      1 1 1 1, , , , , , n n i jd x x w x x n x x         
     

i jx x     
      1 1, , n nd x x    
 ดังนั้น  1 1 2 1 1 3 1, ,  ( ,  ,  ,  ) ( ,  ,   ,  ,  )n n n n n nd x x d w x x d x w x x        
                  1( ,  ,  ,  )n nd x x w   ส าหรับทุก ๆ 

1 2, , , n

nx x x   
 จาก (1) - (4) สรุปได้ว่า  ,n

nd  เป็นปริภูม ิn-เมตริก    # 
 
บทนยิาม 4.6  ก าหนดให้ X  ไม่เป็นเซตว่าง   มีความต่อเน่ืองแบบ t -นอร์ม   มีความต่อเน่ือง
แบบ t -โคนอร์มและ ,M N  เป็นความสัมพันธ์แบบวิภัชนัย (Fuzzy set) บน 1 (0,   )nX      
โดยที่ ,M N  มีสมบัติดังนี้ ส าหรับทุก ๆ 1 1,  ,  , nx x w X   และ 1 1,  ,  ,  0nt t t   
 (1)    1 1 1 1, ,  ; ,  ,  ; 1n nM x x t N x x t      
 (2) ถ้า 

i jx x  ส าหรับทุก ๆ i j  แล้ว  1 1, ,  ; 0nM x x t   
 (3)  1 1,  ,  ; 1nM x x t   ก็ต่อเมื่อ i jx x  ส าหรับบาง ๆ i j  
 (4)    1 1 1 2 1 1 1 1 1, ...,  ; , ,..., ,  ,  ,...,  ,  ,  , ...,  ;  n i j i j i j nM x x t M x x x x x x x x x t       ส าหรับ
ทุก ๆ , 1,2,..., 1i j n   
 (5) 1 1 1 1( , ...,  ; ... ) n nM x x t t    
   2 1 1 1 3 1 2 1 1( ,  ,...,  ; ) ( , ,  ,...,   ; ) ... ( , ...,  , ; )n n n nM w x x t M x w x x t M x x w t       
 (6)    1 1,  ,   ;    : 0, (0,1]nM x x     เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
 (7) ถ้า 

i jx x  ส าหรับทุก ๆ i j  แล้ว  1 1,  ,  ; 1nN x x t   
 (8)  1 1, ,  ; 0nN x x t   ก็ต่อเมื่อ i jx x  ส าหรับบาง ๆ i j  
 (9)    1 1 1 1 1 12 1 1,...,  ; ..., ,  ,  ,...,  ,  ,  ,....,  ;  , ,n i j i j i j nN x x t N x x x x x x x x tx      ส าหรับ
ทุก ๆ , 1,2,..., 1i j n   
 (10) 1 1 1 1( , ...,  ; ... ) n nN x x t t    
   2 1 1 1 3 1 2 1 1( ,  ,...,  ; ) ( ,  ,  ,...,  ; ) ... ( ,...,  ,   ; )n n n nN w x x t N x w x x t N x x w t      
 (11)       1 2 1,  ,   ;   : 0, 0,1nN x x x     เปน็ฟังก์ชันต่อเนื่อง 
จะเรียก  , 

n
M N  ว่า วิภัชนัยแบบสหัชญาณ n-เมตริก (Intuitionistic fuzzy n-metric) บน X  และ

เรียก  , , , ,X M N    ว่าวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ (Intuitionistic fuzzy n-spaces) 
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บทตัง้ 4.7  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิจะได้ว่าฟังก์ชัน 
 1 1,  ,   ;  nM x x    เป็นฟังก์ชันไม่ลด และ  1 1,  ,   ;  nN x x    เป็นฟังก์ชันไม่เพิ่มส าหรับทุก ๆ 

1 1,  ,  nx x X   
พสิจูน ์ ก าหนดให้ , 0s t   โดยที่ s t   
 ดังนั้นส าหรับทุก ๆ 1 1,  ,  nx x X   จะได้ว่า 

  1 2 1, , , ;nM x x x s
 

1 2 1, , , ;n

n s t
M x x x t

n


 
   

 
 

        1 1 1 1 3 1, , ; , , , , ;n n

s t
M x x t M x x x x

n
 

 
    

 
 

                
1 2 1* * , , , , ;n

s t
M x x x x

n

 
  

 
 

       1 2 1, , , ; 1  1nM x x x t     
       1 2 1, , , ;nM x x x t   
 นั่นคือ    1 2 1 1 2 1, , , ; , , , ;n nM x x x s M x x x t     ส าหรับทุก ๆ 1 1,  ,  nx x X   
และได้ว่า  1 1,  ,   ;   nM x x   เป็นฟังก์ชันไม่ลด  
 ในท านองเดียวกัน 

   1 2 1, , , ;nN x x x s
 

1 2 1, , , ;n

n s t
N x x x t

n


 
   

 
 

       1 1 1 1 3 1, , ; , , , , ;n n

s t
N x x t N x x x x

n
 

 
    

 
 

                
1 2 1, , , , ;n

s t
N x x x x

n

 
  

 
 

       1 2 1, , , ;  0 0nN x x x t     
       1 2 1, , , ;nN x x x t   
 นั่นคือ    1 2 1 1 2 1, , , ; , , , ;n nN x x x s N x x x t     ส าหรับทุก ๆ 1 1,  ,  nx x X   
และได้ว่า  1 2 1,  ,  ,   ; nN x x x   เป็นฟังก์ชันไม่เพิ่ม     # 
 
ตัวอยา่ง 4.8  ก าหนดให้  ,X d  เป็นปริภูม ิn-เมตริกและให้ a b ab   และ  

 min ,1a b a b    ส าหรับทุก ๆ  , 0,1a b  และให้ dM  และ dN  เป็นเซตวิภัชนัยบน 
 1 0,nX     ซึ่งนิยามโดย  

 1 1

1 1

,  ,  ;
( ,  , )

d n

n

t
M x x t

t d x x




 
 

 และ   1 1
1 1

1 1

( , , )
,  ,  ;

( , , )

n
d n

n

d x x
N x x t

t d x x







 

 
 

โดยที่ 0t   และ 1 1,  ,  nx x X   ดังนั้น  , , , ,d dX M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน  
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n-ปริภูมิ และเราจะเรียก  , , , ,d dX M N    ว่าวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมกิ าหนดโดย 
วิภัชนัยแบบสหัชญาณ n-เมตริก d    
พสิจูน ์ ก่อนอ่ืนจะแสดงว่า   มีความต่อเน่ืองแบบ t -นอร์ม  
  (1) ให้  , , 0,1a b c  จะได้ว่า a b ab ba b a      และ 
       a b c ab c a bc a b c        
  (2) ให้ :f   และให้ :g   นิยามโดย  f x x  และ  g y y  
เมื่อ ,x y  ดังนั้น :    ซึ่งนิยามโดย    x y f x g y xy    เป็นฟังก์ชัน
ต่อเนื่อง เน่ืองจาก  0,1  เป็นปริภูมิย่อยของ  จะได้ว่า      : 0,1 0,1 0,1    เป็นฟังก์ชัน
ต่อเนื่อง 
  (3) จาก 1 1a a a    ส าหรับทุก ๆ  0,1a  
  (4) ให้ a c  และ b d  จะได้ cda b ab c d      ส าหรับทุก ๆ  

 , , , 0,1a b c d   
 จาก (1) – (4) สรุปได้ว่า      : 0,1 0,1 0,1    มีความต่อเน่ืองแบบ t -นอร์ม  
 ต่อไปจะแสดงว่า   มีความต่อเนื่องแบบ t -โคนอร์ม 
  (1) ให้  , , 0,1a b c  จะได้ว่า    min ,1 min ,1a b a b b a b a        
   และ    min ,1a b c a b c      
        min min ,1   ,1a b c    
        min ,1a b c    
        min ,1a b c    
        min min ,1 ,1a b c    
       min ,1a b c    
        a b c    
  (2) ให้  , 0,1a b  ต่อจากนั้นพิจารณา a b  จะพบว่า 
    ถ้า 1a b   จะได้ 1a b   นั่นคือ   เป็นฟังก์ชันค่าคงที่  
     ดังนั้น   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง  
    ถ้า 1a b   จะได้ a b a b     
     ถ้าให้ :f   และให้ :g   นิยามโดย  f x x  และ 
 g y y  เมื่อ ,x y   

    ดังนั้น :    ซึ่งนิยามโดย    x y f x g y x y     เป็น
ฟังก์ชันต่อเนื่อง และจาก  0,1  เป็นปริภูมิย่อยของ   
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  ดังนั้น      : 0,1 0,1 0,1   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
  (3)    0 min 0,1 min ,1a a a a      ส าหรับทุก ๆ  0,1a  
  (4) ให้  , , , 0,1a b c d   โดยที่ a c  และ b d  
    จะได้  min ,1a b a b   และ  min ,1c d c d   
     ถ้า 1a b   จะได้ 1 a b c d     ดังนั้น 1c d   
     ถ้า a b a b    จะได้ 1a b    
      ถ้า 1c d   จะได้ 1a b c d     
      ถ้า c d c d    จาก a b c d    จะได้ a b c d    
  จาก (1) – (4) สรุปได้ว่า   มีความต่อเน่ืองแบบ t -โคนอร์ม 
 ต่อไปจะแสดงว่า  , , , ,d dX M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ 
 ให้ 0t   และ 1 2 1, , , nx x x X   
  (1) เห็นได้ชัดว่า  
       1 1 1 1, , ; , , ;d n d nM x x t N x x t        

      
 

 

 
1 2 1

1 2 1 1 2 1

, , ,
1

, , , , , ,

n

n n

d x x xt

t d x x x t d x x x



 


  

   
  

  (2) สมมติให้ ix  เป็นสมาชิกที่แตกต่างกันใน X  ดังนั้น  1 2 1, , , 0n nd x x x     
   เน่ืองจาก 0t   จะได ้ 

     
 

1 2 1

1 2 1

, , , ; 0
, , ,

d n

n

t
M x x x t

t d x x x




  
 

 

  (3)    สมมติให้  1 2 1, , , ; 1d nM x x x t   จะได้ 
 1 2 1

1
, , , n

t

t d x x x 


 

 

เพราะฉะนั้น  1 2 1, , , 0nd x x x    นั่นคือ i jx x  ส าหรับบาง i j  
      สมมติให้ 

i jx x  ส าหรับบาง i j  จะได้ว่า  1 2 1, , , 0nd x x x    และ

ได้อีกว่า  1 2 1, , , ; 1
0

d n

t
M x x x t

t
  


 

  (4) จาก  1 2 1, , , ;d nM x x x t  

      
 1 2 1, , , n

t

t d x x x 


 

 

      
 1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , ,i j i j i j n

t

t d x x x x x x x x    


   

   

       1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , ;d i j i j i j nM x x x x x x x x t         
เมื่อ , 1,2,..., 1i j n   
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  (5) ให้  0 1 2 1, , ,n nd d x x x    และ  1 2 1 1 1, , , , , , ,i n i i nd d x x x w x x      
ส าหรับทุก ๆ 1 2 1, , , ,nx x x w X   และทุก ๆ 1,2, , 1i n    
   ล าดับต่อไปต้องการจะแสดงว่า  

    1 2 1 1 2 1

1 1 2 2 1 1 1 2 1 0

n n

n n n

t t t t t t

t d t d t d t t t d

 

  

       
      

           
  

   ก่อนอ่ืนเราจะแสดงว่า  

         1 2 1 2

1 1

nn

n i i n i i

i i

t t t t d t t t t d
 

        ส าหรับทุก ๆ n  

   ถ้า 1n   จะได้    1 1 1 1 1 1t t d t t d    

   สมมติให้        1 2 1 2

1 1

k k

k i i k i i

i i

t t t t d t t t t d
 

        

   พิจารณา    
1

1 2 1

1

k

k i i

i

t t t t d






   

             1 2 1 1 2 1 1 1

1

k

k i i k k k

i

t t t t d t t t t d   



       

             1 1 2 1 2 1 1 1

1

k

k k i i k k k

i

t t t t t d t t t t d   



        

           1 1 1 2

1

k

k k k i i

i

t d t t t t d 



      

               1 1 2 2 1 1 1k k k k kt d t d t d t t d         

            
1 1

1 2 1

1 1

k k

k i i k i i

i i

t t t t d t t d
 



 

        

          
1

1 2 1

1

k

k i i

i

t t t t d






     

   ดังนั้น        1 2 1 2

1 1

n n

n i i n i i

i i

t t t t d t t t t d
 

        ส าหรับทุก ๆ 

n  

   พิจารณา  
1 1 1 1 1

0

1 1 1 1 1

n n n n n

j i j i i

j i j i i

t t d t t d
    

    

   
     

   
      

              
1 1

1 1

n n

j i i

j i

t t d
 

 

    
1 1

1 1

n n

i j j

i j

t t d
 

 

     

   ดังนั้น 
   

1 1
1 1

1 1

1 1

1 1
1 1

n n
n n

j ij j i i

n n

j ij j i ij j i ij i

t tt t

t d t dt d t d

 
 

 

 

 
 

   
          

 
 

 
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   สรุปได้ว่า  
       2 1 1 1 3 1 2 1 n 1, , , ; * , , , , ; * * , , , ;d n d n d nM w x x t M x w x x t M x x w t       
      1 1 1 2 1, , ;d n nM x x t t t       
 (6) ให้  0,1

B   จะได้    , 0,1B a b   เมื่อ ,a b  และ a b  
   ถ้า 0a   และ 1b   จะได้  0,1B   นั่นคือ      

1

0,
0,dM B 


    

   ถ้า 0 1a   และ 1b   จะได้  ,1B a   

     นั่นคือ    
1 0

0,
( , )
1

d

ad
M B

a



  


 

   ถ้า 0a   และ 0 1b   จะได้  0,B b   

     นั่นคือ    
1 0

0,
(0, )

1
d

bd
M B

b



 


 

   ถ้า 0 1a b    จะได้  ,B a b  นั่นคือ    
1 0 0

0,
( , )
1 1

d

ad bd
M B

a b



 

 
 

   ดังนั้น  1 2 1, , , ;d nM x x x   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
  (7) สมมติให้ ix  เป็นสมาชิกที่แตกต่างกันใน X  ดังนั้น  1 1, , 0nd x x    จาก 

0t   จะได ้  
 

 
1 2 1

1 2 1

1 2 1

, , ,
, , , ; 1

, , ,

n

d n

n

d x x x
N x x x t

t d x x x








  

 
 

  (8)    สมมติให้  1 2 1, , , ; 0d nN x x x t   จะได้  

 
1 2 1

1 2 1

, , ,
0

, , ,

n

n

d x x x

t d x x x








 
 

เพราะฉะนั้น  1 2 1, , , 0nd x x x    นั่นคือ 
i jx x  ส าหรับบาง i j   

      สมมติให้ 
i jx x  ส าหรับบาง i j  จะได้ว่า  1 2 1, , , 0nd x x x    

ดังนั้น  1 2 1

0
, , , ; 0

0
d nN x x x t

t
  


 

  (9) จาก  
    1 2 1, , , ;d nN x x x t  

       

 
1 2 1

1 2 1

, , ,

, , ,

n

n

d x x x

t d x x x








 
 

       
 
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

i j i j i j n

i j i j i j n

d x x x x x x x x

t d x x x x x x x x

    

    

  


   
 

       1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , ;d i j i j i j nN x x x x x x x x t          
เมื่อ , 1,2, , 1i j n    
  (10) ให้  0 1 2 1, , , nd d x x x    และ  1 2 1 1 1, , , , , , ,i i i nd d x x x w x x      
ส าหรับทุก ๆ 1 1, ,, nx wx X   และทุก ๆ 1,2, , 1i n    
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  จะแสดงว่า 0 1

1

1 1 101

n
i n

n

i i i n nii

d d d

t d t dt d





  


 
  

   



  

  พิจารณา 0

1

101

n
i

n

i i iii

d d

t dt d





 
  

  



 

      
1

1

1

101

1 1

n
n

ii i

n

i i iii

t t

t dt d










 
    

  





 

      
1

1

1

101

1

n
n

ii i

n

i i iii

t t
n

t dt d










 
     

  





 

       
1

1 1

1
n n

i i

i ii i i i

t t
n

t d t d



 

   
      

    
   

       
1

1 1

2 21 1 1 1

1
n n

i i

i ii i i i

t t t t
n

t d t d t d t d



 

    
        

       
   

       
1

1

2 21 1

1 1
n n

i i

i ii i i i

t t t
n

t d t d t d



 

     
                 

   

       
1

2 2

1 1
n n

i i

i ii i i i

t t
n

t d t d



 

    
              

   

       
1

2 2

2
n n

i i

i ii i i i

t t
n

t d t d



 

   
      

    
   

       
1

2 2

3 32 2 2 2

2
n n

i i

i ii i i i

t t t t
n

t d t d t d t d



 

    
        

       
   

       
1

2

3 32 2

2 1
n n

i i

i ii i i i

t t t
n

t d t d t d



 

     
                 

   

       
1

3 3

2 1
n n

i i

i ii i i i

t t
n

t d t d



 

    
              

   

       
1

3 3

3
n n

i i

i ii i i i

t t
n

t d t d



 

   
      

    
   

  ด าเนินการตามกระบวนการต่อไปจะได้ 

     0

1

101

n
i

n

i i iii

d d

t dt d





 
  

  



 

        1

1 1

n n n

n n n n n n

t t t
n n

t d t d t d



 

 
     

   
 

      1

1 1

1n n

n n n n

t t

t d t d



 

 
  

  
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      n 1

n 1 n 1

d

t d



 




 

  นั่นคือ 
1

0

1

101

n
i

n

i i iii

d d

t dt d








 
  

  



 

  ดังนั้น  1 2 1 1 2 1, , , ;d n nN x x x t t t     
         2 1 1 1 1 2, , , ;   , , , ;  d n d nN w x x t N x w x t       
         1 2 1, , , , ;d n nN x x x w t    
 (11) ให้  0,1

B   จะได้    0,1,B a b  เมื่อ ,a b  และ a b  
  ถ้า 0a   และ 1b   จะได้  0,1B   นั่นคือ      

1

0,
0,dN B 


    

  ถ้า 0 1a   และ 1b   จะได้  ,1B a   

    นั่นคือ  
 

 
01

0,

1
(0, )d

a d
N B

a





   

  ถ้า 0 a   และ 0 1b   จะได้  0,B b   

    นั่นคือ  
 

 
01

0,

1
( , )d

b d
N B

b





    

  ถ้า 0 1a b    จะได้  ,B a b   

    นั่นคือ  
   

 
0 01

0,

1 1
( , ) Τd

b d a d
N B

b a





 
    

  ดังนั้น  1 2 1, , , ;d nN x x x   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
 จาก (1) – (11) จะได้ว่า  , , , ,d dX M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ # 
 

2. ทอพอโลยบีนวิภชันยัแบบสหชัญาณบน n-ปรภิมู ิ
บทนยิาม 4.9  ก าหนดให้  ,X d  เป็นปริภูม ิn-เมตริกและให้ r  จะกล่าวว่าเซต  

    1 2 1 1 2 1, , , , , , , , , ,d n nB x r y X d x y z z z r z z z X         

เป็นบอลเปิด (Open ball) เทียบกับ n-เมตริก d  โดยมีจุดศูนย์กลางที่ x  และรัศมี r  
 
ตัวอยา่ง 4.10  จากตัวอย่าง 4.5 เราได้แล้วว่า  ,n

nd  เป็นปริภูมิ n-เมตริก ถ้าให้ 1r   และ 

 0 0,0, ,0 n    จะได ้
     1 2 1 1 2 10,1 0, , , , , , , , ,

n

n n

d n nB y d y z z z r z z z         

 พิจารณา  1 10, , , ,n nd y z z  พบว่า 

   1 10, , , , min 0 , 0 , , , , , 1,..., 1n n p q s td y z z y z y z z z p q s t n         
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 ถ้า  1 10, , , , 0n nd y z z y y     จะได้ว่า 1y   และ 
   0,1 1n

dB y y    

 สมมติให้  1 10, , ,..., 0n nd y z z y    จะได้ว่ามี , , , n

p q s tz z z z   โดยที่ 
0 1pz  , 1qy z   และ 1s tz z   เมื่อ , , , 1,..., 1p q s t n   ซึ่งขัดแย้งกับ 

 1 2 10, , , , , 1n nd y z z z    ส าหรับทุก ๆ 
1 2 1, , , n

nz z z     
 ดังนั้น    0,1 1

n

n

dB y y        # 

 
บทนยิาม 4.11  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิและให้ 

 0,1r  0t   และ x X  เราจะเรียกเซต 
      1 1 1 1 1 1, ;   , , , , : 1 , , , , , : , , ,n n nB x r t y X M x y z z t r N x y z z t r z z X           

ว่าเป็นบอลเปิด (open ball) ที่มีจุดศูนย์กลางที่ x  และรัศมี r  ณ จุด t  
 
ตัวอยา่ง 4.12  ให้  , , , ,n

d dM N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิซึ่งก าหนดโดย 

วิภัชนัยแบบสหัชญาณ n-เมตริก nd  และให้ 1

2
r   1t   และ  0 0,0, ,0 n    ดังนั้น 

   1 1 1 1 1 1

1 1 1
0, ;1 0, , , , :1 , 0, , , :1 , , ,  

2 2 2n n n

n n

d d n d n nB y M y z z N y z z z z  

   
          

   

 เน่ืองจาก  
 

1 1

1 1

1 1
0, , , , :1

1 0, , , , 2nd n

n n

M y z z
d y z z





  
 

 จะได้ว่า 

 1 10, , , , 1n nd y z z     

 และจาก  
 

 
1 1

1 1

1 1

0, , , , 1
0, , , , :1

1 0, , , , 2n

n n

d n

n n

d y z z
N y z z

d y z z








  

 
  จะได้ 

 n 1 10, , , , 1nd y z z     
 จากตัวอย่าง 4.10 จะได้  1 10, , , , 1n nd y z z y    ส าหรับทุก ๆ 

1 1, , n

nz z    

 ดังนั้น  
1

0, ;1 1
2n

n

dB y y
 

   
 

      # 

 
บทนยิาม 4.13  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิเราจะนิยาม 

 ,
n

M N
  คือ       ,

, 0, 0,1 , , ;
n

M N
A X x A t r B x r t A           
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ตัวอยา่ง 4.14  ให้  , , , ,
n n

n

d dM N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิซึ่งก าหนดโดย nd  

บน n  จะได้ 
      ,

, 0, 0,1 , , ;
nd dn n n

n

dM N
A x A t r B x r t A           

 
ทฤษฎบีท 4.15  จากบทนิยาม 4.13 จะได้ 

 ,
n

M N
  เป็นทอพอโลยีบน  , , , ,X M N    

พสิจูน ์ (1) จะแสดงว่า 
 ,

n
M N

X   จาก X X  ถ้าให้ x X  0t    0,1r  และ  

 , ;y B x r t  จากนิยามของบอลเปิดจะได้ y X  นั่นคือ  , ;B x r t X  ดังนั้น 
 ,

n
M N

X   

และเห็นได้ชัดว่า 
 ,

n
M N

  

 (2) สมมติให้ 
 1 2 ,

,
n

M N
O O   จะได้ว่า 1 2,O O X  ดังนั้น 1 2O O X   

  ให้ 1 2x O O   จะได้ว่ามี 1 2, 0t t   และมี  1 2, 0,1r r   โดยที่  1 1 1, ;B x r t O  
และ  2 2 2, ;B x r t O  ดังนั้น    1 1 2 2 1 2, ; , ;B x r t B x r t O O   ต่อไปจะแสดงว่า 
   1 1 2 2, ; , ;B x r t B x r t  เป็นเซตเปิด  

  ให้  1 2min ,r r r  และ  1 2min ,t t t  
  พิจารณาบอลเปิด  , ;B x r t  ให้  , ;y B x r t  เน่ืองจาก M  เป็นฟังก์ชันไม่เพิ่ม
และ N  เป็นฟังก์ชันไม่ลดจะได้ว่า 
      1 1 1 1 1 1, , , , : , , , , : 1 1n nM x y z z t M x y z z t r r         และ 

   1 1 2 1 1 2  , , , , : , , , , : 1 1n nM x y z z t M x y z z t r r         ส าหรับทุก ๆ 

1 1, , nz z X   และยังได้อีกว่า  
      1 1 1 1 1 1, , , , : , , , , :n nN x y z z t N x y z z t r r       และ 
   1 1 2 1 1 2, , , , : , , , , :n nN x y z z t N x y z z t r r       ส าหรับทุก ๆ 1 1, , nz z X   

  ดังนั้น    1 1 2 2, ; , ;y B x r t B x r t   และ      1 1 2 2, ; , ; , ;B x r t B x r t B x r t   
นั่นคือ    1 1 2 2, ; , ;B x r t B x r t  เป็นเซตเปิดจึงสรุปได้ว่า  1 2 ,

n
M N

O O    

 (3) ให้ i

i

x O


  เมื่อ 
 ,

n
i M N

O   ส าหรับทุก ๆ Λi   

 จากสมมติฐานจะได้ว่ามี Λj  ที่ซึ่ง jx O  
 ดังนั้นจะมี 0t   และ  0,1r  โดยที่  , ; jB x r t O  
 นั่นคือ  , ; j i

i

B x r t O O


   ดังนั้น 
 ,

n
i

Mi N
O 



  

 จาก (1) – (3) สรุปได้ว่า 
 ,

n
M N

   เป็นทอพอโลยีบน  , , , ,X M N     # 
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บทตัง้ 4.16  ถ้าให้  0,1r  จะได้ว่ามี  1 2, 0,1s s   โดยที่ 1 1 1

 n terms

s s s r    และ 

2 2 2

 n terms

s s s r    ส าหรับทุก ๆ n  

พสิจูน ์ ถ้า 2n   จะได้ว่ามี  1 0,1s  โดยที่ 1 1s s r   สมมติให้มี  0,1t  โดยที่ 

 k terms

t t t r     จากข้อสังเกต 4.3 (1) จะมี  0,1t  โดยที่ 
 k terms

t t t t r     ถ้าให้ 

 1 ,s max t t   จะได้ว่า 1 1 1

 1  k termsk terms

s s s t t t t r



        สรุปได้ว่า มี  1 0,1s  โดยที่ 

1 1 1

 n terms

s s s r    ส าหรับทุก ๆ n   

 ในท านองเดียวกันจะมี  2 0,1s   โดยที่ 2 2

 n terms

s s r   ส าหรับทุก ๆ n         # 

 
ทฤษฎบีท 4.17  ส าหรับทุก ๆ บอลเปิด  , ,B x r t  จะเป็นเซตเปิด 
พสิจูน ์ ให้  ,  ;B x r t  เป็นบอลเปิดเมื่อ  0,1r  และ 0t    
 เลือก r r   และ t t   ถ้าให้  ,  ;y B x r t   จะได้    
      1 1 1 1, , , , : , , , , : 1 1n nM x y z z t M x y z z t r r 

          
 และ    1 1 1 1, , , , : , , , , : 1 1n nN x y z z t N x y z z t r r 

          
ส าหรับทุก ๆ 1 2 1, , , nz z z X    
 ดังนั้น  ,  ;y B x r t   
 นั่นคือ    ,  ; ,  ;B x r t B x r t    จากนิยามสรุปได้ว่า  , ,B x r t  เป็นเซตเปิด   # 
 
ข้อสงัเกต 4.18   
 (1) จากบทตั้ง 4.16 และทฤษฎีบท 4.17 จะได้ว่าส าหรับทุก ๆ วิภัชนัยแบบสหัชญาณ  
n-เมตริก  ,

n
M N  บน X  เราสามารถสร้างทอพอโลยี  ,

τ
n

M N
 บน X  ได้โดยที่มีฐานเป็นวงศ์

ของเซตเปิดทั้งหมด 

 (2) เน่ืองจาก 1 1
, , 1,2,B x n
n n

  
   

  
 เป็นฐานเฉพาะที่ (Local base) ที่จุด x   ดังนั้น

ทอพอโลยี  ,
τ

n
M N

 เป็นสัจพจน์ล าดับที่หนึ่งของการนับได้ (The first axiom of countability) 
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ทฤษฎบีท 4.19  ส าหรับทุก ๆ วิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิเป็นปริภูมิเฮาส์ดอร์ฟ 
พสิจูน ์ ให้ ( , , ,*, )X M N   เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมแิละให้ ,x y  เป็นสมาชิกที่
แตกต่างกันใน X  0t   และ 1 1,..., nz z X

    โดยที่ 1 1( , , ,..., ; ) 0nM x y z z t
     

 ถ้าให้ 1 1 1( , , ,..., ; )nr M x y z z t
   และ 

2 1 1, , ,..., ;
1

n

t
r M x y z z

n


 
   

 
  

แล้ว 1 1 11 ( , , ,..., ; )nr N x y z z t
    และ 

2 1 11 ( , , ,..., ; )
1

n

t
r N x y z z

n


  


 ล าดับต่อไปให้ 

1 1 2 2max{ ,1 , ,1 }r r r r r    ดังนั้นส าหรับแต่ละ 0 ( ,1)r r  จะมี 3 4,  (0,1)r r   โดยที่ 

3 3 0

1 n terms

r r r



   และ      4 4 0

1 

1 1 1

n terms

r r r



       

 ให้  5 3 4max , r r r  พิจารณา 
5,1 ;

1

t
B x r

n

 
 

 
 และ

5,1 ;
1

t
B y r

n

 
 

 
  

 สมมติให้ 
5 5,1 ; ,1 ;

1 1

t t
w B x r B y r

n n

   
      

    
 

 ถ้า iw x y z    ส าหรับทุก ๆ 1, 2, , 1i n    จะได้ว่า   
   1 1 1, , ,..., ;nr M x y z z t

 

 
     

1 1 1 1, , ,..., ; , , ,..., ;
1 1

n n

t t
M w y z z M x w z z

n n
 

   
       

    
 

      
2 1 1 2, , , ,..., ; ... , , ,..., , ;

1 1
n n

t t
M x y w z z M x y z z w

n n
 

   
        

    
 

     5 5

1 n terms

r r



   

     3 3

1 

...

n terms

r r



    

     0 1r r   
และในท านองเดียวกันจะได้ 2 2r r  ดังนั้น 1 1r r  และ 2 2r r  ซึ่งขัดแย้ง 
 ถ้า iw z  ส าหรับบาง 1, 2, , 1i n    จะได้ว่า  
   1 1 1, , ,...,  ;nr M x y z z t

    

     
1 1 1 1, , ,..., , , ..., ; 1 ... 1

1
i i n

n terms

t
M x y z z w z z

n
  

 
       

 
 

     5

 

1 ... 1
n terms

r   

 

     
3 3

1 

...

n terms

r r



   0 1r r   

และในท านองเดียวกัน 2 2r r  ซึ่งขัดแย้ง 
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 ถ้า w x  ดังนั้น   11 1 1 1, , ,..., ; , , ,..., ; 1 ... 1
1

n n

n terms

t
M x y z z t M w y z z

n
r  

 
        

 
  

              5 3 3 0 1

  1 

1 ... 1 ...
n terms n terms

r r r r r



          

 และได้ว่า 2 2r r   ซึ่งขัดแย้ง ดังนั้น  , , , ,X M N    เป็นปริภูมิเฮาส์ดอร์ฟ  # 
 
บทนยิาม 4.20  ให้  ,X d  เป็นปริภูมิ n-และให้ A  เป็นเซตย่อยของ X  จะกล่าวว่า A  มีขอบเขต 
(bounded) ถ้ามี M   ที่ซึ่ง  1 2 1, , , nd x x x M   ส าหรับทุก ๆ 1 2 1, , , nx x x A   
 
ตัวอยา่ง 4.21  ให้  ,n

nd  เป็นปริภูมิ n-เมตริกและให้เซต A  คือ 

        1,0, ,0 , 0,1,0, ,0 ,..., 0, ,0,1 , 1,...,1A      

ดังนั้นส าหรับทุก ๆ 1 1, , nx x A   จะได้  1 1

0, , 1,2, , 1
, ,

1, , 1,2, , 1

i j

n n

i j

x x i j n
d x x

x x i j n


    
  

    
 

ถ้าให้ 1M    แล้ว  1 1,...,  1n nd x x M    ส าหรับทุก ๆ 1 1, , nx x A   ดังนั้น A  มี
ขอบเขต 
 
บทนยิาม 4.22  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและให้ A  เป็นเซต
ย่อยของ X  จะกล่าวว่า A  มีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิ( nIF -bounded) ก็ด
ต่อเมื่อมี 0t   และมี  0,1r  ที่ซึ่ง  1 1, , ; 1nM x x t r    และ  1 1, , ;nN x x t r   
ส าหรับทุก ๆ 1 1, , nx x A    
 
ตัวอยา่ง 4.23  จากวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิ  , , , ,n

d dM N    และก าหนดให้ 

        1,0, ,0 , 0,1,0, ,0 ,... 0,0, ,1 , 1,1, ,1A       ถ้าเลือก 1t   และ 1

2
r   ดังนั้น A  

เป็นเซตมีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ  
พสิจูน ์ พิจารณา  1 1,...,n nd x x   ส าหรับทุก ๆ 1 1, , nx x A   
   ถ้า i jx x  ส าหรับทุก ๆ i j  จะได้ว่า 

       1 1,..., min 1n n i jd x x x x i j       

    ดังนั้น  
 

1 1

n 1 1

1 1 1
, , ;1 1

1 , , 2 2nd n

n

M x x
d x x





    
 

  

    และ     1 1 1 1

1 1
, , ;1 1 , , ;1 1

2 2n nd n d nN x x M x x         
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   นั่นคือ A  เป็นเซตมีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ 
  ถ้า 

i jx x  ส าหรับบาง i   จะได้ว่า  1 1,..., 0n nd x x    และได้ว่า  

    1 1

1 1
, , :1 1

1 0 2nd nM x x    


 และ  1 1

0 1
, , :1

1 0 2nd nN x x   


 

   นั่นคือ A  เป็นเซตมีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ  # 
 
บทตัง้ 4.24  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมทิี่ก าหนดโดย  
n-เมตริก nd  บน X  จะไดเ้ซตย่อย A  ของ X  มีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน  
n-ปริภูมกิ็ต่อเมื่อ A  เป็นเซตมีขอบเขตบนปริภูมิ n-เมตริก ( , )nX d  
พสิจูน ์    สมมติให้ A X  และ A  เป็นเซตมีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน  
n-ปริภูมจิะได้ว่ามี 0t   และมี  0,1r  ที่ซึ่ง  
     1 1, , ;nN x x t r   ส าหรับทุก ๆ 1 1, , nx x A    

เน่ืองจาก  
 

 
1 1

1 1

1 1

, ,
, , ;

, ,

n

d n

n

n n

d x x
N x x t r

t d x x








  

 
 จะได้ว่า  1 1, ,

1
nn

rt
d x x

r
 


 แต่จาก 

0t   และ  0,1r  จะได้  1 0,1r   ดังนั้น 0
1

rt

r



  

 ถ้าให้ 
0

1

rt
N

r



 ดังนั้น  1 1 0, ,n nd x x N   ส าหรับทุก ๆ 1 1, , nx x A    

นั่นคือ A  เป็นเซตมีขอบเขตบน ( , )nX d  
     ( )  สมมติให้ A X  และ A  เป็นเซตมีขอบเขตบน ( , )nX d  จะได้ว่ามี 

0N   
ที่ซึ่ง  1 1 0, ,n nd x x N   ส าหรับทุก ๆ 1 1, , nx x A    

  ให้ 0t   และ 0

0

N
r

t N



 ดังนั้น  0,1r   

  พิจารณา  
 

1 2 1

1 2 1

, , ,
, , ,,

;d n

n n

t
M x x x t

t d x x x




 
 

 

                       

 
1 2 1

1 2 1

, , ,
1

, , ,

n n

n n

d x x x

t d x x x






 

 
 

                       0

0

1 1
N

r
t N

   


 

 และ  
 

 
1 2 1 0

1 2 1

1 2 1 0

, , ,
, , , :

, , ,

n n

d n

n n

d x x x N
N x x x t r

t d x x x t N








   

  
  

 ดังนั้น A  เป็นเซตมีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ  #      
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บทแทรก  4.25  ก าหนดให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ จะได้ว่า
ส าหรับทุก ๆ เซตย่อยกระชับ (Compact) เป็นเซตปิด 
พสิจูน ์ ให้ A  เป็นเซตย่อยกระชับของ X  เน่ืองจาก  , , , ,X M N    เป็นปริภูมิเฮาส์ดอร์ฟ 
จะได้ว่าทุก ๆ เซตย่อยกระชับของปริภูมิเฮาส์ดอร์ฟเป็นเซตปิด ดังนั้น A  เป็นเซตปิด  # 
 
ทฤษฎบีท 4.26  ส าหรับทุก ๆ เซตย่อยกระชับ A  ของวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ 
 , , , ,X M N    จะเป็นเซตมีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิ
พสิจูน์  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและให้ A  เป็นเซตย่อย
กระชับของ X  สมมติให้ 0t   และ  0,1r   
 พิจารณาเซตปกเปิด   ,  ;B x r t x A  ของ A  พบว่ามี ix A  โดยที่ 

 
1

, ;
m

i

i

A B x r t


  เมื่อ 1,2,...,i m  ถ้าก าหนดให้ 
jy A  ส าหรับทุก ๆ 1, , 1j n    จะได้

ว่า  , ;jk

jy B x r t  ส าหรับบาง 
jk  ดังนั้น  

   1 1,  ,  ,...,  ; 1jk

j nM x y z z t r    และ  1 1, ,  , ,  ;jk

j nN x y z z t r   

ส าหรับทุก ๆ 11,..., nzz X    
 ล าดับต่อไปก าหนดให้  11 ,...,  ;nkk

M x x t   และ  11 , ,  ;nkk
N x x t     

 ถ้า ji
kk

x x  ส าหรับทุก ๆ i j  จะได้ว่า 
     2

1 1,..., ; 1nM y y n n t    

         1 12

2 1 1 3 1, ,...,  ; 1 , , ,...,  ;
k k

n nM x y y n t M y x y y t     
        1

1... ,..., , :k

nM y y x t   
           1 2

2 1

 

, ,...,  ; 1 1 1k

n

n terms

M x y y n t r r       

  เน่ืองจาก 

     1 2

2 1, ,..., ; 1
k

nM x y y n t   

         2 1 2 2

2 1 3 1, ,..., ; , , ,..., ; 1
k k k

n nM x y y t M x x y y n n t      
        1 2

2, ,...,.. , ;. k k

nM x y y x t   
           1 2 2

3 1

 

, , ,..., ; 1 1 1k k

n

n terms

M x x y y n n t r r         

  และ   1 2 2

3 1, , ,..., ; 1
k k

nM x x y y n n t    
        3 32 1

2 1 3 1, , ,..., ; , , ,..., ;
k kk k

n nM x x y y t M x x y y t    
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        31 2 2

4 1, , ,..., ; 2 1,
kk k

nM x x x y y n n t    
        31 2

3,... , ,,..., ;
kk k

nM x x y y x t   
            31 2 2

4 1

 

, , ,..., ; 1, 2 1 1
kk k

n

n terms

M x x x y y n n t r r         

  ด าเนินการตามกระบวนการนี้ต่อไปจะได้ 
         1 2

1

 

, ,..., ,  ;( 1) 1 1nkk k

n

n terms

M x x x y n t r r          

  ดังนั้น       
 

2

1 1 1

1  

, , ; 1 1 1 1n

n n terms

M y y n n t r r s



            

ส าหรับบาง  1 0,1s   ในท านองเดียวกันจะได้  
      

 

2

1 1 2

1  

, , ; 1n

n n terms

N y y n n t r r s



        ส าหรับบาง  2 0,1 s   

  สมมติให้  1 2max ,s s s  และ  2 1t n n t     จะได้   
    1 1,..., ; 1nM y y t s

    และ  1 1,..., ;nN y y t s
   ส าหรับทุก ๆ  

1 1,..., ny y A    
  นั่นคือ A  เป็นเซตมีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ 
 ถ้า ji

kk
x x  ส าหรับบาง i j  จะได้ว่า 1   และ 0   

 ดังนั้น       
 

1 1 3

1  

,..., ; 1 ... 1 *1 1n

n n terms

M y y t r r s



       

 
และ 

 
 

1 1 4

1  

,..., ; ... 0n

n n terms

N y y t r r s



       ส าหรับบาง  3 4, 0,1s s   ให้  3 4max ,s s s   และ 

 2 1t n n t     จะได้ว่า  1 1,..., ; 1nM y y t s
    และ  1 1, , ;nN y y t s

   ส าหรับ 
ทุก ๆ 1 1,..., ny y A   ดังนั้น A  เป็นเซตมีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ # 
 
บทนยิาม 4.27  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและ 

 , 
n

M N
  เป็น 

ทอพอโลยีบน X  ซึ่งก าหนดโดยวิภัชนัยแบบสหัชญาณ n-เมตริกซ์  , 
n

M N  ให้  nx  เป็นล าดับ
ใน X  จะกล่าวว่าล าดับ  nx  ลู่เข้าแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมสิู่ x X  (เขียนแทน
โดย  ,

n
M N

nx x  ) ก็ต่อเมื่อส าหรับแต่ละ  0,1r  จะมี 0n   โดยที่ส าหรับทุก ๆ 0n n  
แล้ว  ,  ;nx B x r t  กล่าวคือ  
    1 1,  , ,..., ; 1n nM x x z z t r    และ  1 1,  ,  ,..., ;n nN x x z z t r     
ส าหรับทุก ๆ 1 1,..., nz z X   
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ทฤษฎบีท 4.28  ให ้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและ 
 , 

n
M N

  เป็น 

ทอพอโลยีบน X  ซึ่งก าหนดโดยวิภัชนัยแบบสหัชญาณ n-เมตริก  , 
n

M N  ถ้า  nx  เป็นล าดับ
ใน X  จะได้ว่า  ,

n
M N

nx x  ก็ต่อเมื่อ  1 1,  , ,..., ; 1n nM x x z z t   และ 
 1 1,  , ,..., ; 0n nN x x z z t   เมื่อ n  ส าหรับทุก ๆ 1 1,..., nz z X   และทุก ๆ 0t   

พสิจูน ์ ให้ 0t   และ  ,
n

M N

nx x  จะได้ว่าส าหรับแต่ละ  0,1r  จะมี 
0n   

โดยที่ส าหรับทุก ๆ 0n n  จะได้  ,  ;nx B x r t  นั่นคือ  
    1 1,  , ,..., ; 1n nM x x z z t r    และ  1 1,  ,  ,..., ;n nN x x z z t r   
 นอกจากนี้ยังได้อีกว่า  
   1 11 ,  , ,..., ;n nM x x z z t r   และ  1 10 , , ,..., ;n nN x x z z t r    
ส าหรับทุก ๆ  0,1r  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X    
 ดังนั้น   1 1, , ,..., ; 1n nM x x z z t   และ  1 1, , ,..., ; 0n nN x x z z t   เมื่อ n  
และส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X    
 ในทางกลับกันถ้า 0t   และก าหนดให้ 
   1 1, ,  ,..., ; 1n nM x x z z t   และ  1 1, ,  ,..., ; 0n nN x x z z t   เมื่อ n  
ส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   และให้ 

 ,
n

M N
O   โดยที่ x O  จะได้ว่ามี 0t   และ  0,1r  

โดยที่  ,  ;B x r t O  จากสมมติฐานจะมี 0n   โดยที่  
   1 11 ,  ,  , , ;n nM x x z z t r    และ  1 10 ,  ,  , , ;n nN x x z z t r     
ส าหรับทุก ๆ 0n n  ดังนั้น    ,  ;nx B x r t O   ส าหรับทุก ๆ 0n n  นั่นคือ  ,

n
M N

nx x   # 
 
ตัวอยา่ง  4.29  ให้  , , , ,n

d dM N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ ดังนั้นล าดับ  nx  

ใน n  ซึ่งนิยามโดย  
1

,0,...,0nx
n

  
   

  
 จะลู่เข้าสู ่ 0 (0,...,0)   

พสิจูน ์ ให้ 0 (0,...,0) n   จะได้ว่า 
     

1 2 3 41 1,0, ,..., min 0 , 0 , ,n m n m k m k k kd x z z x z x z z z       

ส าหรับทุก ๆ 
1 1,..., n

nz z     

 ถ้า m  แล้ว  1 1

1
,0, ,..., 0n m n m md x z z x x

m
       ส าหรับทุก ๆ 

1 1,..., n

nz z    ดังนั้น  
 

1 1

1 1

,0, ,..., ; 1
,0, ,...,

d m n

n m n

t
M x z z t

t d x z z




 

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และ  
 

 
1 1

1 1

1 1

,0, ,...,
,0, ,..., ; 0

,0, ,...,

n m n

d m n

n m n

d x z z
N x z z t

t d x z z







 


 ส าหรับทุก ๆ 
1 1,..., n

nz z    

 จากทฤษฎีบท 4.28 สรุปได้ว่า  
1

,0,...,0 0,...,0
n

  
  

  
   # 

 
ทฤษฎบีท 4.30  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและให้  nx  เป็น

ล าดับใน X  จะได้ว่า  ,
n

M N

nx x  ก็ต่อเมื่อ nx x  บน   , 
,

n
M N

X 
 
 

พสิจูน ์ สมมติให้  ,
n

M N

nx x  และ U  เป็นย่านใกล้เคียง (Neighborhood) ของ x  จะได้ว่า
มี 

 , 
n

M N
O   โดยที่ x O U   เน่ืองจาก 

 , 
n

M N
O   ดังนั้นมี 0t   และ  0,1r  โดยที่  

 ,  ;B x r t O  และจาก  ,
n

M N

nx x  จะมี 0k   โดยที่  
   1 1,  ,  ,..., ; 1k nM x x z z t r    และ  1 1,  ,  ,..., ;k nN x x z z t r   ส าหรับทุก ๆ  

0k k  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X    
 พิจารณาบอลเปิด  , ;B x r t  จะได้  , ;kx B x r t  และได้อีกว่า 

  ( ,  ; )  kx B x r t O U    ส าหรับทุก ๆ 0k k  นั่นคือ nx x  ใน   , 
,

n
M N

X    

 ในทางกลับกันสมมติให้ nx x  ใน   , 
,

n
M N

X   และให้ 0   และ 0t   

เน่ืองจาก  ,  ;B x t  เป็นย่านใกล้เคียงของ x  และ nx x  จะได้ว่ามี 0k   โดยที่ 
   , ;kx B x t  ส าหรับทุก ๆ 0k k  ดังนั้น  

   1 1,  , ,..., ; 1k nM x x z z t     และ  1 1( ,  ,  ,..., ; )k nN x x z z t    ส าหรับทุก ๆ 

0k k  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   นั่นคือ  ,
n

M N

nx x     # 
 
ทฤษฎบีท 4.31  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและให้ A X   

 ถ้า x A  แล้วจะมีล าดับ ( )nx A  โดยที่ nx x  บน   ,
,

n
M N

X   

พสิจูน ์ สมมติให้ x A  และ 0t   เน่ืองจาก n  และ 
 ,

1
, ;  

n
M N

B x t
n


 

 
 

 จะได้  

1
, ;B x t
n

 
 
 

A   ส าหรับทุก ๆ n  ถ้าให้ 1
  ( , ; )nx B x t A

n
   ส าหรับบาง n   

 ดังนั้น  1 1

1
,  ,  ,..., ; 1n nM x x z z t

n
    และ  1 1

1
,  ,  ,..., ;n nN x x z z t

n
   ส าหรับทุก ๆ 

1 1,...,  nz z X    
 ถ้า n  แล้วได้ว่า  
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    1 1,  ,  ,..., ; 1n nM x x z z t   และ  1 1,  ,  ,..., ; 0n nN x x z z t   ส าหรับทุก ๆ 

1 1,...,  nz z X   จากทฤษฎีบท 4.28 จะได ้  ,
n

M N

nx x  และจากทฤษฎีบท 4.30 จะได้ 

nx x  บน   ,
,

n
M N

X 
 

       # 

 
บทนยิาม 4.32  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ ดังนั้น 
  (a)  ล าดับ  nx  ใน X  จะกล่าวว่า  nx  เป็นล าดับโคชี (Cauchy) เมื่อส าหรับแต่ละ 

0   และ 0t    จะมี 0n   โดยที่  
    1 1, ,  ,..., ; 1n m nM x x z z t     และ 1 1( , , ,..., ; )n m nN x x z z t    ส าหรับ 
ทุก ๆ 0, m n n  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X    
 (b)   , , , ,X M N    จะกล่าวว่าเป็นปริภูมิบริบูรณ์ (Complete space) เมื่อทุก ๆ ล าดับ
โคชีเป็นล าดับลู่เข้าบนทอพอโลยี 

 , 
n

M N
   

 
ทฤษฎบีท 4.33  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ และให้  nx  เป็น
ล าดับใน X  ถ้า  ,

n
M

n

N
x x  เมื่อ x X  แล้วล าดับ  nx  จะเป็นล าดับโคชี 

พสิจูน ์ สมมติให้  ,
n

M N

nx x  และ 0   และ 0t   จากบทตั้ง 4.16 จะมี  1 2,  0,1r r   
โดยที่    1 1

1 

1 ... 1 1

n terms

r r 



       และ 2 2

1 

...

n terms

r r 



    ให้  1 2min ,r r r   

 เน่ืองจาก  ,
n

M N

nx x  ดังนั้นจะมี 0n   โดยที่    

  
1 1,  ,  , , ; 1

1
k n

t
M x x z z r

n


 
   

 
 และ 

1 1( , ,  ,..., ; )
1

k n

t
N x x z z r

n
 


  

ส าหรับทุก ๆ  0k n  และทุก ๆ 1 1,..., nz z X   ถ้าให้ 0m n  จะได ้

  
1 1, ,  ,..., ; 1

1
m n

t
M x x z z r

n


 
  

 
 และ 

1 1( , ,  , , ; )
1

m n

t
N x x z z r

n
 


 

ส าหรับทุก ๆ 1 1,..., nz z X     
 พิจารณา  1 1, ,  ,..., ;m k nM x x z z t  และ  1 1, ,  ,..., ;m k nN x x z z t  พบว่า 
   1 1, ,  ,..., ;m k nM x x z z t  

    
1 1 1 1, ,  ,..., ; , ,  ,..., ;

1 1
k n m n

t t
M x x z z M x x z z

n n
 

   
    

    
  

     
2 1, ,  , ,..., ;

1
m k n

t
M x x x z z

n


 
  

 
1 2... , ,  ,... ,, ;

1
m k n x

t
M x x z z

n


 
   

 

       1 1

1 

1 ... 1 1

n terms

r r 



        
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 และ   1 1, ,  ,..., ;m k nN x x z z t      

    
1 1 1 1, ,  ,..., ; , ,  ,..., ;

1 1
k n m n

t t
N x x z z N x x z z

n n
 

   
   

  


 
 

     
2 1 1 2, ,  , ,..., ; ... , ,  ,.. ,., ;

1 1
m k n m k n

t t
N x x x z z N x x z z x

n n
 

   
     

    
 

    2 2

1 

...

n terms

r r 



     

 ดังนั้น  1 1, ,  ,..., ; 1m k nM x x z z t     และ  1 1, ,  ,..., ;m k nN x x z z t     
ส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   นั่นคือ  nx  เป็นล าดับโคชี    # 
 
ทฤษฎบีท 4.34  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิโดยที่ทุก ๆ ล าดับ 
โคชีใน X  มีล าดับย่อยที่ลู่เข้าแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมจิะได้ว่า  , , , ,X M N    
เป็นปริภูมิบริบูรณ์ 
พสิจูน ์ ให้  nx  เป็นล าดับโคชีใน X  และ  

ni
x  เป็นล าดับย่อยของ  nx  โดยที่  

ni
x  ลู่เข้า

สู่ x  จะแสดงว่า  ,
n

M N

nx x  ให้ 
 , 

n
M N

O   จากนิยามการลู่เข้าจะมี 0t   และ  0,1   

โดยที่  , ;B x t O    
 เลือก  0,1r  โดยที่    

1 

1 ... 1 1

n terms

r r 



       และ 
1 

...
n terms

r r 


    เน่ืองจาก  nx  

เป็นล าดับโคชี ดังนั้นจะมี 0n   ที่ท าให้   

 
1 1, ,  ,..., ; 1

1
m n n

t
M x x z z r

n


 
  

 
 และ 

1 1, ,  ,..., ;
1

m n n

t
N x x z z r

n


 
 

 
 ส าหรับ

ทุก ๆ 0, m n n  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   แต่จาก  ,
n

n

M N

ix x  เราได้ว่ามี 
pi   โดยที่ 

0pi n  ดังนั้น 
1 1, ,  ,..., ; 1

1ni n

t
M x x z z r

n


 
  

 
 และ 

1 1, ,  ,..., ;
1ni n

t
N x x z z r

n


 
 

 
 

ส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X     
 ถ้า 0 n n  จะได ้  
   1 1,  ,  , , ;n nM x x z z t  

   
1 1 1 1,  ,  , , ; , ,  , , ;

1 1p pi n n i n

t t
M x x z z M x x z z

n n
 

   
      

    
 

    
2 1 1 2, , , , , ; ... ,  ,  , , ;

1
,

1p pn i n n n i

t t
M x x x z z M x x z z x

n n
 

   
       

    
 

         
1 2... ,  ,  , , ;,

1pn n i

t
M x x z z x

n


 
   

 
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      
1 

1 ... 1 1

n terms

r r 



        

 และ  1 1,  ,  , , ;n nN x x z z t  

   
1 1 1 1,  ,  , , ; , ,  , , ;

1 1p pi n n i n

t t
N x x z z N x x z z

n n
 

   
      

    
 

    
2 1 1 2, , , , , ; ... ,  ,  , , ;

1
,

1p pn i n n n i

t t
N x x x z z N x x z z x

n n
 

   
       

    
 

   
1 

...
n terms

r r 


     

 จะได้ว่า  1 1

1 

,  ,  , , ; ...n n

n terms

N x x z z t r r 



      ส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   ดังนั้น 

 ,  ;nx B x t  ส าหรับทุก ๆ 0 n n  นั่นคือ nx x  และ  , , , ,X M N    เป็นปริภูมิบริบูรณ์ # 
 
บทนยิาม 4.35  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและให้ A  เป็นปริภูมิ
ย่อยของ X   จะเรียก  , A A n

M N  ซึ่งนิยามโดย 

 
    1 10,  0, 

,  , n nA A n A A
n

M N M N    
  

ว่าวิภัชนัยแบบสหัชญาณ n-เมตริกซึ่งถูกก ากัดโดย A  
 
ทฤษฎบีท 4.36  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ A  เป็นปริภูมิย่อย

ของ X  และให้  
    1 10,  0, 

,  , n nA A n A A
n

M N M N    
  เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณ  

n-เมตริกซึ่งถูกก ากัดโดย A  ถ้า  , , , ,A AA M N    เป็นปริภูมิย่อยบริบูรณ์แล้ว A  เป็นเซตปิด 
พสิจูน ์ สมมติให้  , , , ,A AA M N    เป็นปริภูมิย่อยบริบูรณ์และให้ x A   
 จาก  , 

n
M N

  เป็นสัจพจน์ล าดับที่หนึ่งของการนับ ดังนั้นจะมีล าดับ  nx  ใน A  โดยที่ 

nx x  บน   , 
,

n
M N

X   และได้ว่าล าดับ  nx  เป็นล าดับโคชีใน X   

 ให้ 0t   และ (0,1)   จะมี 0n   โดยที่ส าหรับทุก ๆ 0, m n n  และทุก ๆ 

1 1,...,  nz z X   จะได ้  1 1,  , ,..., ; 1n m nM x x z z t     และ  1 1,  , ,..., ;n m nN x x z z t    
เน่ืองจาก A X  จะได้ว่า  1 1, , ,..., ; 1A n m nM x x z z t     และ  1 1, , ,..., ;A n m nN x x z z t    
ส าหรับทุก ๆ 0,   m n n  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z A   ดังนั้นล าดับ  nx  เป็นล าดับโคชีใน A   
 เน่ืองจาก A  เป็นปริภูมิย่อยบริบูรณ์ จะได ้ nx y  ใน A  ส าหรับบาง y A  แต่จาก 
A  เป็นปริภูมิเฮาส์ดอร์ฟ จะได้ว่า x y A    

 ดังนั้น A A  และเห็นได้ชัดว่า A A   
 นั่นคือ A A           # 
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บทตัง้  4.37  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิถ้าให้ 0t   และ 
, (0,1)r s  โดยที่    

1 

1 ... 1 1

n terms

s s r



       และ 
1 

...
n terms

s s r


  

 
จะได้ 

 , ; , ;
1

t
B x s B x r t

n

 
 

 
 

พสิจูน ์ ให้ , ;
1

t
y B x s

n

 
  

 
 และให้ , ;

1

t
B y s

n

 
 

 
 เป็นบอลเปิด  

 ดังนั้น , ;   , ;
1 1

t t
B y s B x s

n n

   
    

    
  

 และจะมี , ;   , ;
1 1

t t
w B y s B x s

n n

   
    

    
   

 ให้ 1 1,...,  nz z X   
 ดังนั้น  
   1 1, , ,..., ;nM x y z z t  

    1 1 1 1, , ,..., ; , , ,..., ;
1 1

n n

t t
M w y z z M x w z z

n n
 

   
    

    
 

     2 1 1 2, , , ,..., ; ... , , ,,..., ;
1 1

n n

t t
M x y w z z M x y z z

n
w

n
 

   
     

    
  

       
1

1 ... 1 1

n terms

s s r



        

 และ  1 1, , ,..., ;nN x y z z t    

    1 1 1 1, , ,..., ; , , ,..., ;
1 1

n n

t t
N w y z z N x w z z

n n
 

   
    

    
  

      2 1 1 2, , , ,..., ; ... , , ,,..., ;
1 1

n n

t t
N x y w z z N x y z z

n
w

n
 

   
     

    
 

    
1 

...
n terms

s s r


     

 ดังนั้น    ,  ;y B x r t  นั่นคือ  , ; , ;
1

t
B x s B x r t

n

 
 

 
   # 

 
ทฤษฎบีท 4.38  ให้ A  เป็นเซตย่อยของวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิ  , , , ,X M N   จะได้
ว่า A  เป็นเซตทุกที่ไม่หนาแน่น (Nowhere dense) ก็ต่อเมื่อส าหรับทุก ๆ เซตเปิดซึ่งไม่เป็นเซตว่าง
ใน X  จะได้ว่ามีบอลเปิดโดยที่ส่วนปิดคลุม (Closure) ของบอลเปิดน้ันไม่มีส่วนร่วมกับ A  
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พสิจูน ์ สมมติให้ A X  และ A  เป็นเซตทุกที่ไม่หนาแน่นและให้ U  เป็นเซตเปิดโดยที่ 
U X  และ U   จะได้ว่าม ีV   เป็นเซตย่อยเปิดของ U  โดยที่ V X A    ดังนั้น 

V A    
 ให้  x V  จะได้ว่ามี  0,1r  และ 0t   โดยที่  ,  ;B x r t V   
 เลือก   0,1s  โดยที่    

1 

1 ... 1 1

n terms

s s r



       และ 
1 

...
n terms

s s r


     

 จากบทแทรก 4.37  จะได้ว่า  , ; , ;
1

t
B x s B x r t

n

 
 

 
  

 เน่ืองจาก  , ; , ; , ;
1 1

t t
B x s B x s B x r t V U

n n

   
      

    
  

 ดังนั้น , ;
1

t
B x s U

n

 
 

 
 และ  ,  ;

1

t
B x s A

n

 
  

 
  

 ในทางกลับกันสมมติให้ A  ไม่เป็นเซตทุกที่ไม่หนาแน่น จะได้ว่า  int A    และมี
เซต U   โดยที่ U A  ถ้าให้  , ;B x r t  เป็นบอลเปิดโดยที่  , ;B x r t U  จะได ้
 , ;B x r t A   ซึ่งขัดแย้ง       # 

 
ทฤษฎบีท 4.39  ทฤษฎีบทของแบร์ (Baire’s theorem)  
 ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและ X  เป็นปริภูมิบริบูรณ์ 
ให้ J  เป็นเซตนับได้โดยที่ J   และ  iU i J  เป็นล าดับของเซตย่อยเปิดโดยที่ iU  เป็นเซต
หนาแน่นของ  , , , ,X M N    ส าหรับทุก ๆ i J  แล้ว 

J

i

i

U


 เป็นเซตหนาแน่นใน X   

พสิจูน ์ ให้ V   เป็นบอลเปิดของ X  เน่ืองจาก 
1j

U  เป็นเซตย่อยซึ่งหนาแน่นใน X  จะได ้

1j
V U   ให้ 

11 jx V U   เราทราบว่า 
1j

V U  เป็นเซตเปิดจะมี  1 0,1r   และมี 1 0t   
โดยที่  

11 1 1, ; jB x r t V U ให้ 1r r  และ  1 1min ,1t t   โดยที่  
11 1 1,  ,  jB x r t V U     

เน่ืองจาก 
2j

U  เป็นเซตย่อยซึ่งหนาแน่นใน X  จะได ้  
21 1 1,  ,  jB x r t U     ให้ 

 
22 1 1 1, , jx B x r t U    เพราะว่า  

21 1 1, , jB x r t U   เป็นเซตเปิดจึงได้ว่ามี 
2

1
0, 

2
r

 
 
 

 และ 

2 0t   โดยที่    
22 2 2 1 1 1, ; , , jB x r t B x r t U    ให้ 2 2r r   และ 

2 2

1
min ,

2
t t

 
   

 
 โดยที่ 

 
22 2 2 1 1 1( , , ) , , jB x r t B x r t U      

 ด าเนินการตามกระบวนการนี้ต่อไปจะได้ล าดับ  nx  ใน X  และล าดับ  nt  โดยที่ 
1

0 nt
n

   และ    
11 1,  ,  , ,

n nn n n n n jB x r t B x r t U
 

      
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 ต่อไปจะแสดงว่า  nx  เป็นล าดับโคชีโดยให้ 0t   และ 0   เลือก 0n   โดยที่ 

0

1
t

n
  และ 

0

1

n
  ดังนั้นส าหรับทุก ๆ 0m n n   จะได ้

    1 1 1 1

1
, , ,..., ; , , ,...,  ; 1 1 1 1n m n n m n n n nM x x z z t M x x z z t r r

n
 

             

และในท านองเดียวกันจะได้ 1 1( , , ,..., ; )n m nN x x z z t    ส าหรับทุก ๆ 1 1,..., nz z X    
 เพราะฉะนั้น  nx  เป็นล าดับโคชี เน่ืองจาก X  เป็นเซตบริบูรณ์จะมี x X  โดยที่ 

 ,
n

M

n

N
x x   

 ดังนั้น  
1 1, , ,..., ; 1

1

n
n n

t
M x x z z

n


 
 

 
 และ 

1 1, , ,..., ; 0
1

n
n n

t
N x x z z

n


 
 

 
 

เมื่อ n  ส าหรับทุก ๆ 1 1,..., nz z X    

 นั่นคือ 0

1 1 11 , , ,..., ;
1

n
n n

t
M x x z z r

n


 
  

 
 และ 0

1 1 2, , ,..., ;
1

n
n n

t
N x x z z r

n


 
 

 
  

เมื่อ 0 0

1 2, nr r r   
 ให้ k n  จะได ้ 

  0

1 1 31 , , ,..., ;
1

n
k n

t
M x x z z r

n


 
  

 
 และ 0

1 1 4, , ,..., ;
1

n
k n

t
N x x z z r

n


 
 

 
  

เมื่อ  0 0

3 4, 0,1r r   โดยที่      0 0 0

1 3 3

 

1 1 ... 1 1 n

n terms

r r r r          และ 0 0 0

2 4 4

 

... n

n terms

r r r r      

 เน่ืองจาก 
   1 1, , ,..., ;k n n nM x x z z t

        

   1 1 1 1, , ,..., ; , , ,..., ;
1 1

n n
n n k n

t t
M x x z z M x x z z

n n
 

    
   

  


 
 

     
2 1 1 2, , , ,..., ; ... , , ,,..., ;

1 1

n n
k n n k n n

t t
M x x x z z M x x z xz

n n
 

    
     

    
 

        0 0 0

1 3 3

 

1 1 ... 1

n terms

r r r        

   1 nr    
และในท านองเดียวกันจะได้  1 1, , ,..., ;k n n nN x x z z t r

   ส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   ดังนั้น 
( , ; )k n n nx B x r t   ส าหรับทุก ๆ k n  แต่จาก  1 1, , ,...,  ; 1n n nM x x z z t

   และ 
 1 1, , ,..., ; 0n n nN x x z z t

   เมื่อ n  ส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   เพราะฉะนั้น  
  1 11 , , ,..., ;k n n nM x x z z t r

    และ  1 1, , ,..., ;n n n nN x x z z t r
   ส าหรับทุก ๆ 

1 1,...,  nz z X    
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 ดังนั้น    , ;  , ; n n n n n nx B x r t B x r t      และ    1 1 1, ;  , ;n n n n n nx B x r t B x r t  
      

ส าหรับทุก ๆ n  นั่นคือ ( )
nj

n

UV


   และได้ว่า 
nj

n

U


 หนาแน่นใน X   # 

 
บทแทรก 4.40  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและ X  เป็นปริภูมิ
บริบูรณ์ ให้ J  เป็นเซตนับได้โดยที่ J   และ iF  เป็นเซตปิดส าหรับทุก ๆ i J   
 ถ้า 

i

i J

X F


  แล้วจะมี iF  อย่างน้อย 1 เซตที่เซตของจุดภายในไม่เป็นเซตว่าง 

พสิจูน ์ สมมติให้ 
i

i J

X F


  โดยที่ iF  เป็นเซตปิดส าหรับทุก ๆ i J  และให้  int mF   

ส าหรับทุก ๆ m J  ดังนั้น iF  เป็นเซตทุกที่ไม่หนาแน่นส าหรับทุก ๆ i J  นั่นคือ CX  
หนาแน่นใน X  แต่ CX   จะได้ว่า   หนาแน่นใน X  ซึ่งขัดแย้ง   # 
 
บทนยิาม 4.41  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและให้  n n

F


 เป็น
วงศ์ของเซตซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จะกล่าวว่า  n n

F


 มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลางเป็นศูนย์ 
(Intuitionistic fuzzy diameter zero) ก็ต่อเมื่อส าหรับแต่ละ  0,1r  และ 0t   จะมี  0n   
โดยที่  

 1 1, , ,..., ; 1nM x y z z t r    และ  1 1, , ,..., ;nN x y z z t r   
ส าหรับทุก ๆ  

0
, nx y F   และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X    

 
บทตัง้ 4.42  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและให ้ ,x y X  และ

 0,1t  ถ้า  1 1, , ,..., ; 1nM x y z z t     และ  1 1, , ,..., ;nN x y z z t    ส าหรับทุก ๆ  
 0,1   และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   แล้ว x y  

พสิจูน์   สมมติให้ x y  และให้ 1 1 , , nz z 
   เป็นสมาชิกที่แตกต่างกันของ X  จะได้ว่า 

 1 1 , , , , ;   0nN x y z z t
    แต่  1 1, , , , ;  0nN x y z z t   ส าหรับทุก ๆ 1 1,..., nz z X    

 ดังนั้น  1 1 , , , , ;  0nN x y z z t
    และได้ว่ามี   1 1 

1
  0, , , , , ;  nN x y z z t
k


    และ 

 1 1 

1
, , , , ;  nN x y z z t

k


     

 เลือก 1

k
    จะได้ว่า  1 1

1
, , , , ;  nN x y z z t

k
    ซึ่งขัดแย้งกับ

 1 1, , ,..., ;nN x y z z t    ส าหรับทุก ๆ   0,1   และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X     # 
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บทตัง้  4.43  ให้ F  เป็นเซตย่อยที่ไม่เป็นเซตว่างของวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิจะได้ว่า 
F  มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลางเป็นศูนย์ก็ต่อเมื่อ F  เป็นเซตโทน (Singleton set)  
พสิจูน ์ ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและให้ F   เป็นเซต
ย่อยของ X  สมมติให้ F มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลางเป็นศูนย์  
 ดังนั้นส าหรับทุก ๆ  0,1r  และทุก ๆ t  0  จะได ้ 
   1 1, , , , ; 1–nM x y z z t r   และ  1 1, , , , ;nN x y z z t r    ส าหรับทุก ๆ

,x y F  และทุก ๆ 1 1, , nz z X    
 จากบทตั้ง 4.42 จะได้ x y  ส าหรับทุก ๆ ,x y F  สรุปได้ว่า  F x  
 ในทางกลับกันสมมติให้  F x  และให้  0,1r  และทุก ๆ t  0  จะได้ว่า 

 1 1, , , , ; 1 1–nM x x z z t r    และ  1 1, , , , ; 0nN x x z z t r    ส าหรับทุก ๆ 

1 1,...,  nz z X   ดังนั้น F  มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลางเป็นศูนย์   # 
 
ทฤษฎบีท 4.44  ทฤษฎีบทอินเตอร์เซกชันของคันเตอร์ (Cantor’s Intersection Theorem)  
 ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิและให้  n n

F


 เป็น
ล าดับย่อยซ้อนในของเซตปิดที่ไม่เป็นเซตว่างและ  n n

F


 มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลาง
เป็นศูนย์ จะได้ว่า  , , , ,X M N    เป็นปริภูมิบริบูรณ์ก็ต่อเมื่อ n

n

F


    

พสิจูน ์ สมมติให้ n

n

F


   และ  nx  เป็นล าดับโคชีใน X  และให้  n kB x k n   และ 

n nF B  ก่อนอ่ืนจะแสดงว่า nF  มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลางเป็นศูนย์  
 ให้  0,1s  และ 0t   เลือก  0,1r  โดยที่    

2 1 

1 ... 1 1

n terms

r r s



       และ 

2 1 

...
n terms

r r s


    เน่ืองจาก  nx  เป็นล าดับโคชีจะได้ว่ามี 0n   โดยที่  

 1 1 2
, , ,..., ; 1

( 1)
n m n

t
M x x z z r

n


 
  

 
 และ 1 1 2

, , ,..., ;
( 1)

n m n

t
N x x z z r

n


 
 

 
 

ส าหรับทุก ๆ 0, m n n  และทุก ๆ 1 1,..., nz z X   ก าหนดให้ 
0

, nx y F  เน่ืองจาก 
0nF  เป็นเซต

ปิดจึงได้ว่ามีล าดับ  nx  และ  ny  ใน 
0nF  โดยที่  ,

n
M N

nx x  และ  ,
n

M N

n yy   ดังนั้น 

2
, ;

( 1)
n

t
x B x r

n

 
   

 
 และ 

2
, ;

( 1)
n

t
y B x r

n

 
   

 
 ส าหรับทุก ๆ n  ที่มีค่ามากพอ  
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 พิจารณา  1 1, , ,..., ;nM x y z z t  พบว่า 
   1 1, , ,..., ;nM x y z z t  

    
1 1 1 1, , ,..., ; , , ,..., ;

1 1
n n nnx x

t t
M y z z M x z z

n n
 

   
     




 


 
 

      
2 1 1 2, , ,..., ; ... , ,, ,,..., ;

1 1
nn n n

t t
M x y z z M x y z z x

n n
x  

   
    

  


 
  

 และ 

  
1 1, , ,..., ;

1
n n

t
M y z z

n
x 





 

 
 

    
   

1 1 1 12 2
, , ,..., ; , , ,..., ;

1 1
n nn n n

t t
M y z z M zy z

n
y

n
x 

   
     

       

   

      
 

2 1 2
, , ,..., ;,

1
n n n

t
M y zx y z

n


 
  

 








 

       
 

1 2 2
... , , . , ;,,. .

1
nn n

t
M y z z

n
x y

 
   



 
  

 

 ดังนั้น  1 1

2 1 

, , ,..., ; (1 ) ... (1 ) 1n

n terms

M x y z z t r r s



         

ในท านองเดียวกันจะได้  1 1

2 1 

, , ,..., ; ...n

n terms

N x y z z t r r s



     ส าหรับทุก ๆ 
0

,  nx y F  และ 

1 1,...,  nz z X   ดังนั้น  n n
F


 มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลางเป็นศูนย์ ให้ n

n

x F


  

จะแสดงว่า  ,
n

M N

nx x    
 ให้  0,1r  และ 0t   จะมี 1n   โดยที่ 
   1 1, , ,..., ; 1n nM x x z z t r    และ  1 1, , ,..., ;n nN x x z z t r   ส าหรับทุก ๆ 

1n n  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   ดังนั้นส าหรับแต่ละ 0t   จะได้  1 1, , ,..., ; 1n nM x x z z t   
และ  1 1, , ,..., ; 0n nN x x z z t   เมื่อ n   ส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   นั่นคือ 
 , , , ,X M N    เป็นปริภูมิบริบูรณ์ 
 ในทางกลับกันสมมติให้  , , , ,X M N    เป็นปริภูมิบริบูรณ์ ให้  n n

F


 เป็นล าดับ
ย่อยซ้อนในของเซตปิดที่ไม่เป็นเซตว่างและ  n n

F


 มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลางเป็น
ศูนย์ เลือก n nx F  ส าหรับทุก ๆ n  
 ต้องการแสดงว่า  nx  เป็นล าดับโคชี  
 เน่ืองจาก  n n

F


 มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลางเป็นศูนย์ ดังนั้นส าหรับทุก ๆ 
 0,1r  และ 0t   จะมี 0n   โดยที่  
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   1 1, , ,..., ; 1nM x y z z t r    และ  1 1, , ,..., ;nN x y z z t r   เมื่อ 0n n  และ

0
, nx y F  และ 

1 1,...,  nz z X   เน่ืองจาก  n n
F


 เป็นล าดับย่อยซ้อนใน  จะได้ว่า   

   1 1, ,  ,..., ; 1m n nM x x z z t r   และ  1 1, ,  ,..., ;m n nN x x z z t r   ส าหรับทุก ๆ 

0,m n n  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X    
 ดังนั้น  nx  เป็นล าดับโคชี แต่จาก  , , , ,X M N    เป็นปริภูมิบริบูรณ์จึงได้อีกว่า 

 ,
n

M N

nx x  ส าหรับบาง x X   
 เพราะฉะนั้น n nx F F   ส าหรับทุก ๆ n  นั่นคือ 

n

n

x F


    # 

 
บทแทรก 4.45  สมาชิก 

n

n

x F


  จะเป็นสมาชิกเพียงตัวเดียวเท่านั้น  

พสิจูน ์ สมมติให้ , n

n

x y F


  เน่ืองจาก  n n
F


 มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลางเป็น

ศูนย์ดังนั้นส าหรับทุก ๆ 0t   จะได ้ 
   1 1, , ,..., ; 1nM x y z z t r    และ  1 1, , ,..., ;nN x y z z t r    
ส าหรับทุก ๆ  0,1r  และทุก ๆ 1 1,..., nz z X   ดังนั้น  1 1, , ,..., ; 1nM x y z z t   และ 
 1 1, , ,..., ; 0nN x y z z t   ส าหรับทุก ๆ  0,1r  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   นั่นคือ x y   #

  
ทฤษฎบีท 4.46  ส าหรับทุก ๆ วิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิที่แยกกันได้จะเป็นสัจพจน์ล าดับ
ที่สองของการนับได้ (The second axiom of countability) 
พสิจูน ์ ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิที่แยกกันได้และให ้

 pA x p   เป็นเซตหนาแน่นที่นับได้  

 เน่ืองจาก 1 1
, ; ,pB x p k
k k


  

   
  

 จะได้   เป็นเซตนับได้  

 ต่อไปจะแสดงว่า   เป็นฐานส าหรับวงศ์ของเซตเปิดทั้งหมดใน X   
 ให้ U  เป็นเซตเปิดใน X  และ x U  จะมี 0t   และ  0,1r  โดยที่ 
 , ;B x r t U   

 เน่ืองจาก  0,1r  จะได้ว่ามี  0,1s  โดยที่    
1 

1 ... 1 1

n terms

s s r



       และ 

1  

...
n terms

s s r


     
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 ให้ m  โดยที่  1
min , 

1

t
s

m n

 
  

 
 เน่ืองจาก A  หนาแน่นใน X  จะได้ว่ามี 

px A  ที่ซึ่ง 1 1
, ;px B x
m m

 
  

 
 ถ้า 1 1

, ;y B x
m m

 
  

 
 จะได้ 

  1 1, , ,..., ;nM x y z z t  

   
1 1 1 1, , ,..., ; , , ,..., ;

1 1
n np p

t t
M y z z M xx x z z

n n
 

   
     

    
 

     
2 1 1 2, , ,..., ; ... , ,, ,,..., ;

1 1
p n n p

t t
M x y z z M x y z z

n
x

n
x 

   
    

    
 

   
1 1 1 1

1 1
, , ,..., ; , , ,..., ;p n npM x z z M x z z

m
x

m
y  

   
     

   
 

     
2 1 1 2

1 1
, , ,..., ; ... , , ,..., ,, ;p pn nM x y z z M x y zx xz

m m
 

   
    

   
 

   

1 

1 1
1 ... 1

n terms

m m



   
       
   

 

      
1 

1 ... 1

n terms

s s



      

   1 r   
ส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X    
 ในท านองเดียวกันจะได้  1 1

1  

, , ,..., ; ...n

n terms

N x y z z t s s r



     ส าหรับทุก ๆ 

1 1,...,  nz z X    
 ดังนั้น  , ;y B x r t U    

 เน่ืองจาก 1 1
, ;pB x
k k

 
 
 

 เป็นเซตเปิดส าหรับทุก ๆ ,p k  จะได้   เป็นฐาน และ

จาก   เป็นฐานและเซตนับได้  
 ดังนั้นจึงสรุปได้ว่า  , , , ,X M N    เป็นสัจพจน์ล าดับที่สองของการนับได้ # 
   
ข้อสงัเกต 4.47  เน่ืองจากสัจพจน์ล าดับที่สองของการนับได้เป็นสมบัติที่สามารถถ่ายทอดได้และ
สัจพจน์ล าดับที่สองของการนับได้จะบ่งบอกถึงสมบัติการแยกกันได้อีกด้วย ดังนั้นทุก ๆ ปริภูมิย่อย
ของวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิที่ซึ่งแยกกันได้จะมีสมบัติการแยกกันได้เช่นกัน 
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บทนยิาม 4.48  ให้ X  เป็นเซตซึ่งไม่เป็นเซตว่างใด ๆ และให้  , , , ,Y M N    เป็นวิภัชนัยแบบ
สหัชญาณบน n-ปริภูมิ จะไดล้ าดับ  nf  ของฟังก์ชันจาก X  ไปยงั Y  จะกล่าวว่า  nf  ลู่เข้าแบบ
เอกรูป (Uniformly converge) เข้าหาฟังก์ชัน f  ที่ส่งจาก X  ไป Y  เมื่อส าหรับแต่ละ 0t   และ 

 0,1r  จะมี 0n   โดยที่  
     1 1, , ,..., ; 1n nM f x f x z z t r    และ     1 1, , ,..., ;n nN f x f x z z t r    
ส าหรับทุก ๆ 0n n  และ x X  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X    
 
ทฤษฎบีท 4.49  ทฤษฎีบทลมิิตแบบเอกรูป (Uniform  limit  theorem) ให้ :nf X Y  ล าดับของ
ฟังก์ชันต่อเนื่องจากปริภูมิทอพอโลยี X  ไปยังวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิ
 , , , ,Y M N    ถ้า  nf  ลู่เข้าแบบเอกรูปเข้าหา :f X Y  จะได้ว่า f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 
พสิจูน ์ ให้ V  เป็นเซตเปิดของ Y  และ 1

0 ( )f Vx   เราจะหาย่านใกล้เคียง U  ของ 0x  ซึ่ง 
( )f U V  เน่ืองจาก V  เป็นเซตเปิดจะมี 0t   และ  0,1r  โดยที่   0 , ;B f x r t V  

เน่ืองจาก  0,1r  เราให้  0,1s  โดยที่    
2 1 

1 ... 1 1

n terms

s s r



       และ 
2 1 

...

n terms

s s r



     

 จาก  nf  ลู่เข้าแบบเอกรูปสู่ f  ถ้าให้ 0t   และ  0,1s  ดังนั้นมี 0n   โดยที่  

     
 

1 1 2
, , ( ),..., ( ); 1

1
n n

t
M f x f x f z f z s

n


 
  

  

    

และ     
 

1 1 2
, , ( ),..., ( );

1
n n

t
N f x f x f z f z s

n


 
 

  

 ส าหรับทุก ๆ 0n n  และ 

x X  และทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   เน่ืองจาก nf  เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองส าหรับทุก ๆ n  จะมี

ย่านใกล้เคียง U  ของ 0x  ที่ซึ่ง  
 

0 2
( ) , ;

1
n

t
f U B f x s

n

 
  

  

 ดังนั้น     

     
 

1 1 2
, , ( ),..., ( ); 1

1
n n

t
M f x f x f z f z s

n


 
  

  

 

และ      
 

1 1 2
, , ( ),..., ( );

1
n n

t
N f x f x f z f z s

n


 
 

  

 ส าหรับทุก ๆ x U  และ 

ทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   ดังนั้น 
      0 1 1, , ( ),..., ( );nM f x f x f z f z t  

       0 1 1, , ( ),..., ( );
1

n n

t
M f x f x f z f z

n


 
  

     

          1 1, , ( ),..., ( );
1

n n

t
M f x f x f z f z

n


 
 

   
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             0 2 1, , , ( ),..., ( ); ...
1

n n

t
M f x f x f x f z f z

n


 
  

   

              0 1 2, , ( ),..., ( ), ;
1

n n

t
M f x f x f z f z f x

n


 
 

    

และ     0 1 1, , ( ),..., ( );
1

n n

t
M f x f x f z f z

n


 
 

 
 

       
 

0 0 1 1 2
, , ( ),..., ( );

1
n n

t
M f x f x f z f z

n


 
  

  
  

         
 

0 1 1 2
, , ( ),..., ( );

1
n n n

t
M f x f x f z f z

n


 
 

  
 

            
 

0 0 2 1 2
, , , ( ),..., ( ); ...

1
n n

t
M f x f x f x f z f z

n


 
  

  
 

             
 

0 1 2 0 2
, , ( ),..., ( ), ;

1
n n

t
M f x f x f z f z f x

n


 
 
  

 

ส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X   ดังนั้น      
         0 1 1

2 1 

, , ( ),..., ( ); 1 ... 1 1n

n terms

M f x f x f z f z t s s r



        ส าหรับทุก ๆ 

1 1,...,  nz z X   ในท านองเดียวกันจะได้ 
     0 1 1

2 1 

, , ( ),..., ( ); ...n

n terms

N f x f x f z f z t s s r



     ส าหรับทุก ๆ 1 1,...,  nz z X    

นั่นคือ   0( ) , ;f x B f x r t V   ส าหรับทุก ๆ x U  เราจึงสรุปได้ว่า  f U V  และได้
อีกว่า f  เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง        # 



บทที ่5 
สรปุผลการวจิยั 

 

 ในงานวิจัยนี้ได้ก าหนดนิยามของวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิพร้อมทั้งศึกษา
สมบัติพื้นฐานต่าง ๆ เพื่อให้ได้ข้อสรุปเป็นองค์ความรู้ใหม่เกี่ยวกับวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน  
n-ปริภูมิและสมบัติพื้นฐานต่าง ๆ ซึ่งได้ผลการวิจัยเป็นดังนี้ 
 
1.  นยิามของวภิชันยัแบบสหชัญาณบน n-ปรภิมู ิ
 ก าหนดให้ X  ไม่เป็นเซตว่าง   มีความต่อเน่ืองแบบ t -นอร์ม   มีความต่อเน่ืองแบบ 
t -โคนอร์มและ ,M N  เป็นความสัมพันธ์แบบวิภัชนัย (Fuzzy set) บน 1 (0,   )nX      
โดยที่ ,M N  มีสมบัติดังนี้ ส าหรับทุก ๆ 1 1,  ,  , nx x w X   และ 1 1,  ,  ,  0nt t t   
 (1)    1 1 1 1, ,  ; ,  ,  ; 1n nM x x t N x x t      
 (2) ถ้า 

i jx x  ส าหรับทุก ๆ i j  จะได ้  1 1, ,  ; 0nM x x t   
 (3)  1 1,  ,  ; 1nM x x t   ก็ต่อเมื่อ i jx x  ส าหรับบาง ๆ i j  
 (4)    1 1 1 2 1 1 1 1 1, ...,  ; , ,..., ,  ,  ,...,  ,  ,  , ...,  ;  n i j i j i j nM x x t M x x x x x x x x x t       ส าหรับ
ทุก ๆ , 1,2,..., 1i j n   
 (5) 1 1 1 1( , ...,  ; ... ) n nM x x t t    
   2 1 1 1 3 1 2 1 1( ,  ,...,  ; ) ( , ,  ,...,   ; ) ... ( , ...,  , ; )n n n nM w x x t M x w x x t M x x w t       
 (6)    1 1,  ,   ;    : 0, (0,1]nM x x     เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
 (7) ถ้า 

i jx x  ส าหรับทุก ๆ i j  จะได้  1 1,  ,  ; 1nN x x t   
 (8)  1 1, ,  ; 0nN x x t   ก็ต่อเมื่อ i jx x  ส าหรับบาง ๆ i j  
 (9)    1 1 1 1 1 12 1 1,...,  ; ..., ,  ,  ,...,  ,  ,  ,....,  ;  , ,n i j i j i j nN x x t N x x x x x x x x tx      ส าหรับ
ทุก ๆ , 1,2,..., 1i j n   
 (10) 1 1 1 1( , ...,  ; ... ) n nN x x t t    
   2 1 1 1 3 1 2 1 1( ,  ,...,  ; ) ( ,  ,  ,...,  ; ) ... ( ,...,  ,   ; )n n n nN w x x t N x w x x t N x x w t      
 (11)       1 2 1,  ,   ;   : 0, 0,1nN x x x     เปน็ฟังก์ชันต่อเนื่อง 
เราจะเรียก  , 

n
M N  ว่าเป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณ n-เมตริก (Intuitionistic fuzzy n-metric) บน 

X  และจะเรียก  , , , ,X M N    ว่าเป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ (Intuitionistic fuzzy 
n-spaces) 
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2.  นยิามของทอพอโลยีบนวภิชันัยแบบสหชัญาณบน n-ปรภิมู ิ
 ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมสิามารถก าหนดนิยามของ 
ทอพอโลยีได้คือเซต  

  ,
n

M N
A X   ส าหรับแต่ละ x A  จะมี 0t   และ  0,1r โดยที่   , ;B x r t A  

 
3.  สมบตัติา่ง ๆ ของทอพอโลยีบนวภิชันยัแบบสหชัญาณบน n-ปรภิมู ิ
 3.1  ทฤษฎีบท 4.19  ส าหรับทุก ๆ วิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิเป็นปริภูมิ 
เฮาส์ดอร์ฟ 
 3.2  ทฤษฎีบท 4.26  ส าหรับทุก ๆ เซตย่อยกระชับ A  ของวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน  
n-ปริภูมิ  , , , ,X M N    จะเป็นเซตมีขอบเขตแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิ
 3.3  ทฤษฎีบท 4.28  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและ 

 , 
n

M N
  เป็นทอพอโลยีบน X  ซึ่งก าหนดโดยวิภัชนัยแบบสหัชญาณ n-เมตริก  , 

n
M N  ถ้า  nx  

เป็นล าดับใน X  จะได้ว่า  ,
n

M N

nx x  ก็ต่อเมื่อ  1 1,  , ,..., ; 1n nM x x z z t   และ 
 1 1,  , ,..., ; 0n nN x x z z t   เมื่อ n  ส าหรับทุก ๆ 1 1,..., nz z X   และทุก ๆ 0t   

 3.4  ทฤษฎีบท 4.30  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและ

ให้  nx  เป็นล าดับใน X  จะได้ว่า  ,
n

M N

nx x  ก็ต่อเมื่อ nx x  บน   , 
,

n
M N

X 
  

 

 3.5  ทฤษฎีบท 4.31  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและ

ให้ A X  ถ้า x A  แล้วจะมีล าดับ ( )nx A  โดยที่ nx x  บน   ,
,

n
M N

X   

 3.6  ทฤษฎีบท 4.33  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ และ
ให้  nx  เป็นล าดับใน X  ถ้า  ,

n
M

n

N
x x  เมื่อ x X  แล้วล าดับ  nx  จะเป็นล าดับโคชี 

 3.7  ทฤษฎีบท 4.34  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิโดยที่
ทุก ๆ ล าดับโคชีใน X  มีล าดับย่อยที่ลู่เข้าแบบวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิจะได้ว่า 
 , , , ,X M N    เป็นปริภูมิบริบูรณ์ 
 3.8  ทฤษฎีบท 4.36  ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ A  

เป็นปริภูมิย่อยของ X  และให้  
    1 10,  0, 

,  , n nA A n A A
n

M N M N    
  เป็นวิภัชนัยแบบสหัช

ญาณ n-เมตริกซึ่งถูกก ากัดโดย A  ถ้า  , , , ,A AA M N    เป็นปริภูมิย่อยบริบูรณ์แล้ว A  เป็น 
เซตปิด 
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 3.9  ทฤษฎีบท 4.38  ให้ A  เป็นเซตย่อยของวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูม ิ
 , , , ,X M N   จะได้ว่า A  เป็นเซตทกุที่ไม่หนาแน่น (Nowhere dense) ก็ต่อเมื่อส าหรับทุก ๆ 
เซตเปิดซึ่งไม่เป็นเซตว่างใน X  จะได้ว่ามีบอลเปิดโดยที่ส่วนปิดคลุม (Closure) ของบอลเปิดน้ัน
ไม่มีส่วนร่วมกับ A  
 3.10  ทฤษฎีบท 4.39  ทฤษฎบีทของแบร์ (Baire’s theorem) ให้  , , , ,X M N    เป็น
วิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิและ X  เป็นปริภูมิบริบูรณ์ ให้ J  เป็นเซตนับได้โดยที่ J   
และ  iU i J  เป็นล าดับของเซตย่อยเปิดโดยที่ iU  เป็นเซตหนาแน่นของ  , , , ,X M N    
ส าหรับทุก ๆ i J  แล้ว 

J

i

i

U


 เป็นเซตหนาแน่นใน X   

 3.11  ทฤษฎีบท 4.44  ทฤษฎบีทอินเตอร์เซกชันของคันเตอร์ (Cantor’s Intersection 
Theorem) ให้  , , , ,X M N    เป็นวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิ และให้  n n

F


 เป็น
ล าดับย่อยซ้อนในของเซตปิดที่ไม่เป็นเซตว่างและ  n n

F


 มีวิภัชนัยแบบสหัชญาณเส้นผ่านกลาง
เป็นศูนย์ จะได้ว่า  , , , ,X M N    เป็นปริภูมิบริบูรณ์ก็ต่อเมื่อ 

n

n

F


    

 3.12  ทฤษฎีบท 4.46  ส าหรับทุก ๆ วิภัชนัยแบบสหัชญาณบน n-ปริภูมิที่แยกกันได้จะ
เป็นสัจพจน์ล าดับที่สองของการนับได้ (The second axiom of countability) 
 3.13  ทฤษฎีบท 4.49  ทฤษฎบีทลิมิตเบบเอกรูป (Uniform  limit  theorem) ให้ 

:nf X Y  ล าดับของฟังก์ชันต่อเน่ืองจากปริภูมิทอพอโลยี X  ไปยังวิภัชนัยแบบสหัชญาณบน 
n-ปริภูม ิ  , , , ,Y M N    ถ้า  nf  ลู่เข้าแบบเอกรูปเข้าหา :f X Y  จะได้ว่า f  เป็นฟังก์ชัน
ต่อเนื่อง 
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