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บทคัดย่อ 
การวิจยัครัง้นี ้น าการแปลงเชฮมูาประยกุต์ร่วมกบัวิธีการแยกอโดเมียน เพื่อหาผลเฉลยแบบประมาณคา่ของสมการ

เชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอรา และสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอรา-เฟรดฮอล์มแบบไมเ่ชิงเส้นที่มี
อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นแบบคาปโูต ผลการวิจยัพบว่าวิธีการที่พฒันาขึน้สามารถน าไปใช้หาผลเฉลยแบบประมาณค่าได้อย่างมี
ประสทิธิภาพ  

   

ค าส าคัญ  :  การแปลงเชฮ ู; พหนุามอโดเมียน ; สมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์ ; อนพุนัธ์เชิงเศษสว่น 
 

Abstract 
 In this paper, we apply Shehu transform and Adomian decomposition method to find the approximate 
solution of nonlinear fractional Volterra integro- differential and fractional Volterra- Fredholm integro- differential 
equation. The fractional derivative is described in Caputo sense. Finally, we provide some applications to validate 
the efficiency and the high accuracy of this technique.  
 

Keywords :  Shehu transform ;  Adomian polynomial ;  integro-differential equation ;  fractional derivative   
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บทน า 
ในงานวิจยัฉบบันี ้ผู้วิจยัได้ศึกษาการหาผลเฉลยโดยใช้การแปลงเชฮูร่วมกบัวิธีการแยกอโดเมียน พร้อมยกตวัอยา่ง 

ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอราแบบไมเ่ชิงเส้น 
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เมื่อ : , :p H R g H R   เป็นฟังก์ชนัต่อเนื่องที่ทราบค่า โดยที่ :K H H R   แทนเคอร์แนลของสมการเชิงปริพนัธ์ 
และ :F R R  เป็นฟังก์ชนัของ y  

 
และสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอรา-เฟรดฮอล์มแบบไมเ่ชิงเส้น 
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สมการเชิงปริพนัธ์และ 
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: , :F R R F R R   เป็นฟังก์ชนัของ y  

 

ซึ่งสมการดงักล่าวมีแนวคิดเร่ิมต้นมาจากความต้องการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ให้มีรูปแบบอนุพนัธ์เชิงเศษสว่น    
เพื่อใช้ในการอธิบายปรากฎการณ์ทางกายภาพ เช่น ความยืดหยุน่ของวสัด ุความเค้น ความเครียด เป็นต้น (Caputo, 1967) 
 การหาผลเฉลยของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ จ าเป็นต้องพิจารณาการเลือกใช้วิธีให้มีความเหมาะสมกบัเง่ือนไข
ของปัญหาที่สนใจ โดยในปัจจุบันมีวิธีการหาผลเฉลยที่มีประสิทธิภาพและได้รับความนิยมอยู่หลายวิธี เช่น  วิธีการแยก        
อโดเมียน (Duan et al., 2012) วิธีการท าซ า้(Nor & Pakistan, 2008) เป็นต้น สมการเชิงปริพันธ์-อนุพันธ์เชิงเศษส่วนทีมี
อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นแบบคาปโูต เป็นแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์รูปแบบหนึ่งที่มีผู้ ให้ความสนใจและพฒันาวิธีต่าง  ๆ เพื่อใช้ 
หาผลเฉลยของปัญหาดงักลา่ว เช่น วิธีเลอจองด์เวฟเลท (Rawashdeh, 2011)  วิธีโฮโมโทปีเพอเทอร์เบชนั (Das et al., 2018) 
วิธีการแปลงลาปลาซร่วมกบัวิธีการแยกอโดเมียน (Yang & Hou, 2013; Hamoud & Ghadle, 2018) นอกจากนีย้งัมีผู้ที่สนใจ
การศกึษาเง่ือนไขที่จ าเป็นส าหรับการมีจริงและมีเพียงหนึง่เดียวของผลเฉลยที่มีรูปแบบสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่น 
โดยได้แสดงผลการวิเคราะห์ด้วยการหาผลเฉลยโดยใช้วิธีตา่ง ๆ  เช่น การปรับปรุงวิธีการแยกอโดเมียน (Hamoud et al., 2018) 
วิธีโฮโมโทปีเพอเทอร์เบชนั (Hamoud et al., 2018) เป็นต้น 
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 ส าหรับการหาผลเฉลยของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่มีเง่ือนไขค่าเร่ิมต้น จะนิยมใช้การแปลงทางคณิตศาสตร์
เพื่อช่วยในการหาผลเฉลย ซึ่งในปัจจุบนัมีการแปลงทางคณิตศาสตร์หลายรูปแบบ เช่น การแปลงลาปลาซ การแปลงปริพนัธ์   
ฟูเรีย การแปลงธรรมชาติ การแปลงเชฮู (Maitama & Zhao, 2019) โดยในช่วงที่ผ่านมามีผู้ ที่สนใจท าการศึกษาเก่ียวกับ       
การแปลงเชฮูเพื่อสร้างทฤษฎีที่เก่ียวข้องและน าไปพฒันาองค์ความรู้ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์อนัดบั
เศษสว่น (Belgacem et al., 2019; Qureshi & Kumar, 2019) รวมถึงการน าวิธีการแปลงเชฮไุปประยกุต์ใช้ร่วมกบัวิธีที่มีอยูใ่น
ปัจจุบนัเพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ยอนัดบัเศษสว่นที่มีความซบัซ้อน เช่น การแปลงเชฮูร่วมกบัวิธีการวิเคราะห์  
โฮโมโทปี (Maitama & Zhao, 2019) การแปลงเชฮูร่วมกับวิธีการแยกอโดเมียน (Khan et al., 2020) ซึ่งจากผลการวิจัย
ดงักลา่วพบว่าการแปลงเชฮสูามารถน าไปใช้หาผลเฉลยของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ได้อยา่งมีประสิทธิภาพและสามารถ
น าไปใช้ในการพฒันาองค์ความรู้ตอ่ไป 
 
วิธีด าเนินการวิจัย 

ในการวิจัยเพื่อพฒันาองค์ความรู้ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงปริพนัธ์-อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคาปูโต 
ผู้วิจยัได้ก าหนดวิธีการด าเนินการวิจยั ดงันี ้

1. ค้นคว้าและรวบรวมเอกสารที่เก่ียวข้องกับอนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคาปูโตและการแปลงเชฮู โดยมีนิยามและ
ทฤษฎีที่ส าคญั ดงันี ้

 
นิยาม 1 (Qureshi & Kumar, 2019) ปริพนัธ์เชิงเศษสว่นรีมนัน์-ลยีวูิลล์ อนัดบั 0   ของฟังก์ชนั f  เขียนแทนด้วย 
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นิยาม 2 (Qureshi & Kumar, 2019) อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นแบบคาปโูตของ ( )f x  นิยามโดย 
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นิยาม 3 (Maitama & Zhao, 2019) ถ้า ( )y x  เป็นฟังก์ชนัอนัดบัเลขชีก้ าลงันิยามบนเซต 
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แล้วการแปลงเชฮขูองฟังก์ชนั ( )y x  เขยีนแทนด้วย [ ( )]y xS  ก าหนดโดย  
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และเรียก 1
( ) [ ( , )]y x V s u


 S  ส าหรับ 0x   วา่การแปลงเชฮผูกผนั ก าหนดโดย 
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(8)      ( ) ( ) ( ) ( )y x w x y x w x     S S S   เป็นสมบตัิการแปลงเชิงเส้น 
 

ทฤษฎีบท 1 (Qureshi & Kumar, 2019) ถ้า ( , )V s u  เป็นการแปลงเชฮูของฟังก์ชัน ( )y x  แล้วการแปลงเชฮูของอนุพนัธ์    
เชิงเศษสว่นคาปโูต ส าหรับ ( )y x  อนัดบั 0   ก าหนดโดย 
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ทฤษฎีบท 2 (Belgacem et al., 2019) ให้ ( )y x  และ ( )w x  เป็นฟังก์ชนับนเซต A  ที่มีการแปลงเชฮ ู ( , )V s u  และ ( , )W s u  
แล้วการแปลงเชฮขูองปริพนัธ์สงัวตันาการ (convolution) ฟังก์ชนั y  และ w  เขียนแทนด้วย 
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2. รวบรวมความรู้พืน้ฐานและข้อมูลที่ได้จากการค้นคว้า เพื่อก าหนดวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงปริพนัธ์-
อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอราแบบไมเ่ชิงเส้น โดยใช้การแปลงเชฮรู่วมกบัวิธีการแยกอโดเมียน ซึง่มีแนวคิดดงันี ้

พิจารณาเง่ือนไขสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอรา และท าการแปลงเชฮทูัง้สองข้างของ (1) จะได้     
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โดยการแทนคา่ (9) ใน (7) จะได้      
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แทนคา่ (20) ใน (18) จะได้ 
                                  

                                    
    

1

1 2
0 0

0 0

( , ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( , )
x

m m

m m

u u
V s u c g x p x y x

s s

u u
K x t A d t K x t B d t

s s

 

 
 

 

   
     
   

      
       
      

  

S S

S S

  (21) 
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ท าการเทียบทัง้สองข้างของ (22) จะได้ความสมัพนัธ์ 
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ผลการวิจัย 
จากวิธีการที่ได้พัฒนาขึน้นัน้ สามารถน าไปใช้ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงปริพนัธ์-อนุพันธ์เชิงเศษส่วนที่มี

อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นแบบคาปโูต ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
ตัวอย่าง 1 แสดงการหาผลเฉลยของสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอรา  
 

                               
1 / 4

3 4 2 4 3

0

1 1
( ) ( ) ( )

(5 / 4 ) 3 2

x
c

x

x
D y x xy x x x x x x t y t d t      


            (28)  

 

โดยมีเง่ือนไขคา่เร่ิมต้น (0 ) 1y   และมีผลเฉลยแมน่ตรง ( ) 1y x x    
ท าการแปลงเชฮทูัง้สองข้างของสมการ (28) 
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เทียบทัง้สองข้างของ (32) จะได้ความสมัพนัธ์ 
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ตัวอย่าง 2 แสดงการหาผลเฉลยของสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอราแบบไมเ่ชิงเส้น  
 

                                
21 3 1 1 2 7 6 7 2

0

4 3
( ) ( ) ( )

5 4 (1 3 / 6 )

x
c

x
D y x x y x x x x t y t d t


   


            (35)  

 

โดยมีเง่ือนไขคา่เร่ิมต้น (0 ) 0y   และมีผลเฉลยแมน่ตรง 3 2
( )y x x        

ท าการแปลงเชฮทูัง้สองข้างของสมการ (35) และแทนคา่เง่ือนไขคา่เร่ิมต้นแล้วจดัรูปสมการใหม ่จะได้ 
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แทน (9) ใน (36) จะได้ 
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ท าการแปลงเชฮผูกผนัทัง้สองข้างของ (37) และแทน (8) จะได้ 
 

            
1 3 1 3

1 7 6 7 1 1 1 2 2

0
0 0 0

3 4

4 (1 3 / 6 ) 5

x

m m m

m m m

u u
y x x x y x t A d t

s s


  

 

  

         
            

            

  S S S S     (38) 

 
เทียบทัง้สองข้างของ (38) จะได้ความสมัพนัธ์ 
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ตัวอย่าง 3 แสดงการหาผลเฉลยของสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอราแบบไมเ่ชิงเส้นที่มีผลตา่งเคอร์แนล 
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ท าการแปลงเชฮทูัง้สองข้างของสมการ (41)  
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ใช้สมบตักิารแปลงเชฮใูน (42) และแทนคา่เง่ือนไขคา่เร่ิมต้น แล้วจดัรูปสมการใหมจ่ะได้ 
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ท าการแปลงเชฮผูกผนัทัง้สองข้างของ (44) และแทน (8) จะได้ 
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เทียบทัง้สองข้างของ (45) จะได้ความสมัพนัธ์  
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ตัวอย่าง 4 แสดงการหาผลเฉลยของสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอรา-เฟรดฮอล์มแบบไมเ่ชิงเส้น 
 

                              

2 1 2 2
1 21 2 2

0 0
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3 (3 2 ) 3

x
x

c x

x

x e x x
D y x y x e t y t d t x y t d t     


        (48) 

 
โดยมีเง่ือนไขคา่เร่ิมต้น คือ (0 ) 0y   และมีผลเฉลยแมน่ตรง ( )y x x  

ท าการแปลงเชฮ ู(48) และแทนเง่ือนไขคา่เร่ิมต้น จะได้ 
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แทน (20) ใน (49) แล้วจดัรูปสมการใหม ่จะได้ 
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ท าการแปลงเชฮผูกผนัทัง้สองข้างของ (50) และแทน (19) จะได้ 
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เทียบทัง้สองข้างของ (51) จะได้ความสมัพนัธ์ 
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โดยการปรับปรุงวิธีการแยกอโดเมียนจาก (52) และ (53) จะได้ 
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ดงันัน้ ผลเฉลยคือ 
0

( )
m

m

y x y x





   

 
วิจารณ์ผลการวิจัย 
 จากผลการวิจัยพบว่า การแปลงเชฮูและวิธีการแยกอโดเมียนสามารถน ามาใช่ร่วมกันเพื่อหาผลเฉลยแบบ
ประมาณค่าของสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นที่มีอนพุนัธ์เชิงเศษสว่นแบบคาปโูตได้อย่างมีประสิทธิภาพ เนื่องจาก 
ผลเฉลยที่ได้ของตวัอย่างที่น ามาศึกษาเป็นผลเฉลยแม่นตรงดงัแสดงในตวัอย่าง 2 ตัวอย่าง 3 (Yang & Hou, 2013) และ
ตวัอย่าง 4 นอกจากนีย้งัพบวา่วิธีที่พฒันาขึน้มีประสิทธิภาพในการลูเ่ข้ามากกวา่วิธี Legendre Wavelets เมื่อเปรียบเทียบกบั
งานวิจัยของ Rawashde ในปี 2011 เนื่องจากผลเฉลยที่ได้จากตวัอย่าง 1 ในงานวิจัยนีเ้ป็นผลเฉลยแม่นตรง (Rawashde, 
2011) ส าหรับการพิจารณาประสิทธิภาพในแต่ละขัน้ตอนของวิธีการหาผลเฉลยที่ได้พฒันาขึน้มานัน้ พบว่าการแปลงเชฮู
สามารถน ามาใช้เพื่อก าจดัอนุพนัธ์เชิงเศษส่วนและลดความซบัซ้อนของสมการ ท าให้ก าหนดความสมัพนัธ์เวียนเกิดที่ใช้ใน 
การหาผลเฉลยได้โดยง่าย แตส่ าหรับขัน้ตอนการหาผลเฉลยโดยวิธีการแยกอโดเมียนยงัพบข้อจ ากดับางประการ เช่นในกรณีที่
ผลเฉลยเร่ิมต้น 

0
y  มีผลรวมของฟังก์ชนัจ านวนหลายพจน์จะสง่ผลให้การหาผลเฉลยมีความยุง่ยาก ถึงแม้วา่เราจะใช้แนวคิด

การปรับปรุงวิธีการแยกอโดเมียนเพื่อช่วยลดความซบัซ้อนดงักลา่ว แต่ยงัไม่มีวิธีก าหนด 
1
( )R x  เพื่อปรับความสมัพนัธ์ของ 

m
y  ที่แน่นอน โดยหากก าหนด 

1
( )R x  ไม่เหมาะสมอาจสง่ผลต่อประสิทธิภาพการลูเ่ข้าของผลเฉลยแบบประมาณค่าได้ แต่

อย่างไรก็ตามผู้ วิจัยคาดว่าแนวคิดที่ได้พัฒนาขึน้มาในครัง้นีจ้ะสามารถน าไปพัฒนาและประยุกใช้ในการค านวณทาง
คอมพิวเตอร์เพื่อหาผลเฉลยเชิงตวัเลขและน าไปประมาณคา่ผลเฉลยที่ต้องการได้  
 
สรุปผลการวิจัย 

การแปลงเชฮูและวิธีการแยกอโดเมียนสามารถน ามาใช้ร่วมกันเพื่อหาผลเฉลยแบบประมาณค่าของสมการ            
เชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอรา และสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นโวลเทอรา-เฟรดฮอล์มแบบไมเ่ชิงเส้นที่มี
อนุพนัธ์เชิงเศษส่วนแบบคาปูโตได้อย่างมีประสิทธิภาพ โดยผลที่ได้จากงานวิจยันีส้ามารถน าไปเป็นแนวทางในการพฒันา
วิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงปริพนัธ์-อนพุนัธ์เชิงเศษสว่นซึง่เป็นแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่ส าคญัในศาสตร์ที่เก่ียวข้อง
ตอ่ไป 
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