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คํานํา 
 
 ปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ (Differential-Algebraic Equation; DAE) เปนปญหา
ที่เกิดขึ้นในตวัแบบทางคณิตศาสตรที่มาจากปญหาทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตร  

ลักษณะของปญหาเปนสมการที่มีอนุพันธและความสัมพันธเชิงพีชคณิตทีไ่มชัดแจง(ในสมการ

เดียวกัน) และมีเงื่อนไขที่จุดเริ่มตน หรือที่จุดปลายเปนปญหาคาขอบ โดยที่ตัวไมทราบคาหรือ

ผลเฉลยเปนฟงกชัน  เนื่องจากปญหาในความเปนจริงมักมีสมการที่ยุงยาก  และไมอาจแกได

โดยวิธีวิเคราะห  เพื่อใหสามารถนําผลเฉลยจากของปญหาดังกลาวไปใชประโยชนไดการ

ประมาณคาผลเฉลยโดยวิธีการเชิงตวัเลขจงึเปนสิ่งจําเปน   คณะผูวจิัยจึงสนใจทีจ่ะเสาะหา

เทคนิคและวธิีการแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ ที่มีประสิทธิภาพ  
ผลการวิจัย ผูวิจัยไดสรางวิธีแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ โดยนําวิธีแกปญหา

คาเริ่มตน และปญหาคาขอบของระบบสมการเชงิอนุพันธมาปรับใช ทั้งนี้โดยมีพื้นฐานจากวิธี

แกระบบสมการโดยวิธีนิวตัน-บรอยเดน ซึ่งเปนที่ผูวิจัยไดคิดคนไว ผลการทดลองปรากฎวา

ไดผลดี กลาวคือ ไดคําตอบประมาณที่มีคาคลาดเคลื่อนนอยในระดับที่พอใจ โดยใชแรงงาน

นอย 

 ผูวิจัยเขียนรายงานการวิจัยในรูปแบบที่พรองจะลงตีพิมพในวารสารวิชาการทาง

คณิตศาสตร ขณะนี้กําลังอยูในระหวางสงไปพิจารณาลงพิมพในวารสาร 
 

คณะผูวิจัยขอขอบคุณคณะกรรมการการวิจัยที่อนุมัติงบประมาณวิจัยครั้งนี้ และ

ขอขอบคุณคณะวิทยาศาสตร ที่ใหใชสถานที่ทํางาน และเปดโอกาสใหไดทํางานจนสําเร็จ  

คณะผูวิจัยคาดหวังวาผลงานวิจัยจะเปนประโยชนในทางวิชาการในดานการคํานวณ เปน

ประโยชนในสาขาวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตรตอไป 

 

    อําพล  ธรรมเจริญ     หัวหนาคณะวิจัย 
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รายงานการวิจัย 

ชื่อโครงการวิจัย (ภาษาไทย) วิธีท่ีมีประสิทธิภาพสําหรับแกสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ 
 (ภาษาอังกฤษ)   An Efficient Method for Solving Differential-Algebraic Equations 
 

บทคัดยอ  
 การวิจัยครั้งนี้มีจุดประสงคเพื่อแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธในรูปแบบเดิมโดยที่
สมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิตยังคงรูปอยูเดิม  เทคนิคโดยวิธีนิวตัน และวิธีนิวตัน-บรอย
เดนประกอบกับวิธีปกติที่ใชแกสมการเชิงอนุพันธ คือวิธีรุงเง-คุตตา ไดถูกนํามาใชควบกันเพื่อ
แกปญหา การทดลองแสดงใหเห็นวา วิธีที่สรางขึ้นสามารถแกปญหาไดจริง  และมีประสิทธิภาพ 
ในแงที่วา สามารถประมาณคาผลเฉลยไดอยางรวดเร็วโดยมีคาคลาดเคลื่อนนอย ภายในเวลาที่
เหมาะสม 

 
Abstract:   
 This research aims to solve the DAE problems in its original form in which both the 
differential and algebraic equations remain. The Newton or Newton-Broyden technique 
together with some integrator such as the Runge-Kutta method are coupled to solve the 
problems. Some experiments show that the method developed here is efficient, in the sense 
that it can give the approximate solution within some desired accuracy and some reasonable 
time. 
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บทสรุปสําหรับผูบริหาร 
(Executive Summary) 

 
 ขาพเจา  ร.ศ. ดร. อําพล  ธรรมเจริญ  ไดรับทุนสนับสนุนโครงการวิจัย จาก
มหาวิทยาลัยบูรพา ประเภทงบประมาณเงินรายได จากเงินอุดหนุนรัฐบาล (งบประมาณ
แผนดิน)  มหาวิทยาลัย บูรพา 
โครงการวิจัย เรื่อง วิธีที่มีประสิทธิภาพสําหรับแกสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ 
ภาษาอังกฤษ       An Efficient Method for Solving Differential-Algebraic Equations 
 
รหัสโครงการ ๘๕๑๔๙ สัญญาเลขที่ ๓๕/๒๕๕๖ 
  ไดรับงบประมาณรวมทั้งสิ้น ๑๒๖,๔๐๐ บาท (หนึ่งแสนสองหมื่นหกพันสี่รอยบาทถวน)  
ระยะเวลาทํางาน ๑ ป  (ระหวางวันที่ ๑๗ ตุลาคม พ.ศ. ๒๕๕๖  ถึงวันที่ ๓๐ กันยายน พ.ศ. 
๒๕๕๖) 
 
บทคัดยอ  
 การวิจัยครั้งนี้มีจุดประสงคเพื่อแกปญญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธในรูป
แบบเดิมโดยที่สมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิตยังคงรูปอยูเดิม  เทคนิคโดยวิธีนิวตัน 
และวิธีนิวตัน-บรอยเดนประกอบกับวิธีปกติที่ใชแกสมการเชิงอนุพันธ คือวิธีรุงเง-คุตตา 
ไดถูกนํามาใชควบกันเพื่อแกปญหา การทดลองแสดงใหเห็นวา วิธีที่สรางขึ้นสามารถ
แกปญหาไดจริง  และมีประสิทธิภาพ ในแงที่วา สามารถประมาณคาผลเฉลยไดอยาง
รวดเร็วโดยมีคาคลาดเคลื่อนนอย ภายในเวลาที่เหมาะสม 
 
Output/Outcome 
 ผลที่ไดจากการวิจัย   ไดสรางวิธีการเพื่อแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธที่มี
ประสิทธิภาพ คือแกปญหาไดจริงโดยไดผลเฉลยเชิงตัวเลขที่มีความแมนยํา คา
คลาดเคลื่อนนอย 
 ผลงานที่ได  ไดเขียนเปนบทความวิจัย  คือ 



Some Numerical Methods for solving Differential Algebraic Equation 
ซึ่งจะไดนําไปเผยแพรในวารสารวิชาการ ตอไป 

 
ขอเสนอแนะ 

 จากการสรางขั้นตอนวิธีการคํานวณ และการทดลองใช พบวาสมการที่ไมมีพจนตัว
ไมทราบคาปรากฏอยูในสมการ ทาํใหการหาผลเฉลยกระทาํไดยากกวากรณีที่มีพจนของ
ตัวไมทราบคาปรากฏอยูในสมการ ดงันั้น ในการนําวิธีการคํานวณไปใช  มีขอเสนอแนะ
ดังนี้ 
 1.  การปรบัเปลี่ยนสมการเพื่อใหมีพจนตัวไมทราบคาปรากฏอยูในสมการ จะทํา
ใหการแกปญหางายขึ้น โดยใชข้ันตอนวิธี A ทั้งในแงของการจัดกระทํากับปญหาใหเขา
แบบการคาํนวณ (Formulation) และผลการคํานวณจะทําใหไดคาที่ถูกตองแมนยํามากขึ้น 
 2.  กรณีที่การปรับเปลี่ยนในขอ 1. กระทําไมได หรือกระทําไดยาก  หรือปญหามี
ดัชนีสูง หรอืมีจํานวนตัวไมทราบคาหลายตัว  การปรับเปลี่ยนใหอยูในรปูสมการเฮซเซน
เบอรกดัชนี 2 และใชข้ันตอนวิธี B กส็ามารถแกปญหาไดดีพอสมควร 
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1.  บทนํา 

1.1   ความสาํคญั และทีม่าของปญหาทีท่ําการวิจัย 
 ปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ (Differential-Algebraic Equation; ADE) เปนปญหาท่ีเกิดขึน้ใน
ตัวแบบทางคณิตศาสตรท่ีมาจากปญหาทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตร  ลักษณะของปญหาเปนสมการ
ท่ีมอีนพุันธและความสมัพันธเชิงพีชคณิตท่ีไมชัดแจง(ในสมการเดียวกัน) และมีเงือ่นไขทีจุ่ดเริม่ตน หรอืท่ี
จุดปลายเปนปญหาคาขอบ โดยท่ีตัวไมทราบคาหรอืผลเฉลยเปนฟงกชัน  แบบทั่วไปของสมการพชีคณิตเชงิ
อนพุันธเขียนในรูปเวกเตอร  เปน 
            F(x'(t), x(t), t)  =  0              (1) 

เมือ่  x : [a, b] → Rn, เปนเวกเตอรของตัวแปรตาม x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) และระบบสมการมี

จํานวนสมการเทากับจาํนวนตัวแปร คือ F = {F1, F1, . . . , Fn) (Ascher 1998)  สมการดังกลาวโดยปกตจิะ

แตกตางจากระบบสมการเชิงอนพุันธเพราะวาไมสามารถจะเขียน x'(t) ใหเปนฟงกชันของตัวแปรอื่น ๆ ท่ี
ชัดเจนได 
 วิธีแกปญหา DAE ขึ้นอยูกบัรูปแบบของปญหา ลกัษณะปญหาอยางหนึ่งที่เกิดขึ้นบอย ๆ คอืปญหาที่
เปนแบบ กึง่ชดัแจง   เปนปญหาสมการเชงิอนพุันธ (ODE) ที่มีเง่ือนไขขอจาํกัดในแบบ 
     y'(t) = f(x(t), y(t), t)             (2a) 
       0   =  g(x(t), y(t), t)             (2b) 

เมือ่ x(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rn, f:Rm+n+1 → Rn  และ  g: Rm+n+1 → Rm  ปญหาดังกลาวมักพบบอย ๆ ใน
การประยกุต  ดังเชนปญหาลูกตุมนาฬิกาที่แกวงไปมา  ถาให (x, y) เปนจุดแสดงตาํแหนงของลูกตุม  โดยกฎ
การเคลือ่นท่ีของนิวตันจะได 
     x''(t)  =   –ax 
     y''(t)  =  –ay – g    (g แรงดึงดูดของโลก) 

โดยมีเง่ือนไขบังคับเปนสมการไมเชิงเสน  x2 + y2 = 1  (ความยาวรัศมลีกูตุม = 1) เมือ่แปลงเปนระบบ
สมการเชิงอนพุันธอนัดับหนึ่ง  จะได 
     x'(t) =  u(t)     y'(t) =  v(t) 
               u'(t)  =  -ax(t)     v'(t) =  -ay(t) – g 
     x(t) + y(t)  =  1 
 ระบบสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธอาจดําเนินการหาอนพุันธสมการทีไ่มมอีนุพันธ ทําใหเปนระบบ
สมการเชิงอนพุันธ  เพื่อท่ีจะใชวิธีแกปญหาสมการเชิงอนพุันธซ่ึงเปนที่ทราบกันดแีลว  จํานวนครั้งของการ
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หาอนุพันธจนกระทั่งเปนระบบสมการเชิงอนพุันธ เราเรยีกวา ดัชนขีองสมการ  โดยปกติ  ถาดัชนีมคีาสูง 
ระบบสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ จะเปนปญหาที่แกยากขึน้ (Campbell, 2008) 
 รูปแบบพิเศษของสมการพชีคณิตเชิงอนพุันธ คอื สมการไฮเซนเบอรก ดัชนี 1 (index-1 Hessenberg 
DAE) คอืสมการ (2) และสมการไฮเซนเบอรกดัชนี 2  (index-2 Hessenberg DAE) คอื 
     y'(t) = f(x(t), y(t), t)             (2b) 
       0   =  g(y(t), t)      
ท้ังสองแบบเปนสมการแบบกึ่งชัดแจง 
 เนื่องจากปญหาในความเปนจริงมกัมีสมการที่ยุงยาก  และไมอาจแกไดโดยวิธีวิเคราะห  เพือ่ให
สามารถนาํผลเฉลยจากของปญหาดังกลาวไปใชประโยชนไดการประมาณคาผลเฉลยโดยวิธีการเชิงตัวเลขจึง
เปนสิ่งจาํเปน    
 ผูเสนอวิจัยสนใจที่จะเสาะหาวิธีแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนพุันธ ที่มีประสิทธิภาพ โดยจะ
ทดลองนาํวิธีแกปญหาคาเริม่ตน และปญหาคาขอบของระบบสมการเชงิอนพุันธมาปรับใช  วิธีการที่ผูวิจัยจะ
นํามาทดลองใชอาจเปนวิธีตาง ๆ ดังนี ้ คอื 1. วิธีผลตางจาํกดั   2. วิธียิงเปา โดยควบกับวิธีของนิวตัน หรอืวิธี
เสนตัดโคง (Secant method), วิธีฟงกชันประมาณคา และวิธีกึ่งแบบเชิงเสน  โดยจะสรางขัน้ตอนวิธี  พิสูจน
การลูเขา  และทดลองใชกับปญหาดังกลาว และปญหาอืน่ท่ีคลายกัน  
 
    1.2  วัตถปุระสงคของโครงการ 
 เพื่อเสาะหาเทคนคิ-วิธีการทีม่ีประสิทธิภาพ สําหรับแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนพุันธ 

 
    1.3  ทฤษฎี  สมมุติฐาน  หรือกรอบแนวความคิด 
 วิธีเชิงตัวเลขสวนใหญจะใชวิธีทําใหเปนแบบดิสครีตโดยการแบงชวงของฟงกชันเปนชวงเล็กยอย 
ๆ แลวประมาณคาอนุพันธโดยสูตรผลตาง  แตวาวิธีดังกลาวนี้ใชไดผลดีเมือ่สมการมีดัชนีเปน 1  ถาดัชนีสูง
วิธีดังกลาวกลายเปนวิธีท่ีไมเสถียร  ผูเสนอโครงการวิจยันี้เห็นวา  ถามองปญหาเปนการแกสมการทีม่ีตัวไม
ทราบคาเปนฟงกชัน  ปญหาจะเปนการแกสมการในปริภูมิบานาค (มติิไมจาํกดั)  วิธีของนิวตันในปริภูมิบา
นาคมีช่ือวา วิธีกึ่งแบบเชิงเสน (Quasi-linearization Method) อาจใชไดผลดี  และวิธีดังกลาวนี้เปนวิธีทั่วไป  
คาดวานาจะใชแกปญหาไดทุก ๆ แบบ  อีกวิธีหนึ่งคอืวิธียิงเปา ซึ่งปรกติใชแกปญหาคาขอบของระบบ
สมการเชิงอนพุันธสามัญ แตอาจนํามาปรบัใชกับปญหาสมการพีชคณติเชิงอนุพันธได วิธีท่ีกลาวถงึนี้ ผูวิจัย
ไดพัฒนาวิธีแกระบบสมการชือ่วา วิธีสองขั้น หรอื วิธีนิวตัน-บรอยเดน โดยใชวิธีการปรับคาเริม่ตนโดยวิธี
นิวตันควบกับวิธีของบรอยเดน ปรากฏวาเปนวิธีท่ีมีประสิทธิภาพสงู  คอืใชแกปญหาไดดี รวดเร็ว และใช
แรงงานนอย ซึ่งอาจนาํมาปรับใชกับปญหาใหมน้ีได 
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       1.4  ผลงานวิจัยที่เกี่ยวของ (Literature review)  
 การแกปญหา DAE โดยวิธีเชิงตัวเลขสวนใหญแบงไดเปน 2 แบบ  คือ  1. แกปญหาโดยทาํดิส ครตี 
คอืแบงชวงยอย ๆ แลวใชผลตางประมาณคาอนพุันธ  2. เปลี่ยนปญหาใหเปนแบบทีม่ดีัชนีตํ่า   วิธีแรกกระทาํ
ไดผลดถีาปญหามีดัชนีต่าํ  และไดผลนอยหรอืทําไมได ถาปญหาทดีชันีสูง  วิธีท่ีสองคอืการลดดชันี ซึ่งการ
กระทําตองใชการวิเคราะห  การทาํจึงใชแรงงานสูง  และเกี่ยวของกับผูคาํนวณมาก   ดังนั้นจึงทําเมือ่จาํเปน 
 วิธีแกสมการ DAE ท่ีใชอยูไดแกวิธีวิธีของออยเลอรกลบัทาง (Backward Euler method) ซึ่งใชไดดี
สําหรับปญหาดัชนี 1 รวมท้ังปญหาชนิดแกยาก (Stiff index-1) แตสําหรับปญหาทีม่ีดัชนีสูงวิธีนี้ไดผลนอย
หรือใชไมได   วิธีอื่น ๆ เชน วิธีหลายขั้น และวิธีรุงเง-คุตตา กม็ักใชไมไดกับปญหา DAE ท่ีมีดัชนีสูง  
(Ascher et al. 1998)  สําหรับปญหากึง่ชัดแจงดัชน ี 2 ก็ยังสามารถแกไดโดยวิธีของออยเลอรกลับทาง 
(Brenan et al. 1996)  (Hairer et al. 1998)  สําหรับปญหาทีม่ีดัชนีสูงตองใชวิธีอันดบัสูงในการแกปญหา คอื
วิธีสูตรอนุพนัธกลับทาง (Backward Differential Formula; BDF) โดยการประมาณคาอนุพันธโดยสูตร
ผลตางอนัดับสูง นอกจากนี้มีวิธีวิธีฟงกชันประมาณคาของราเดา และวิธีรุงเง-คุตตาแบบไมชัดแจง (Radau 
collocation and implicit Runge-Kutta methods)  วิธีท่ีกลาวมาแลวท้ังหมดปกติใชสําหรับแกปญหาคาเริม่ตน 
(ODE)  แตเมือ่นาํมาใชกับปญหา DAE จําเปนตองมีการปรับเพิม่เงือ่นไข  และถาปญหา DAE มเีงื่อนไขทีจุ่ด
อื่นเปนปญหาคาขอบ ก็จะตองมีการแกระบบสมการโดยวิธีของนิวตนัหรอืวิธีอื่น ๆ เขามาเกีย่วของดวย 
          สําหรับสมการเฉพาะแบบ เชน ปญหา DAE กึง่ชัดแจงแบบไฮเซนเบอรก (Hessenberg) จะมีวิธีท่ีใช
ไดผลด ี  มีช่ือวา วิธีเสถียร  หรือวิธีภาพฉาย (Stabilized or projected method) ซึ่งมีแนวคดิหลักคอื ทําปญหา
ใหเปนแบบดิสครีตโดยวิธีท่ัวไปของ ODE และใชวิธีภาพฉายไปยังแกนพิกดั เพื่อทาํใหผลเฉลยใกลกับ
สมการที่เปนเงื่อนไขบังคับ (Eich-Soellner et. al. 1998) 
          ผูเสนอวิจัยไดคนพบวิธีแกระบบสมการไมเชิงเสน ช่ือวาวิธีของนิวตัน-บรอยเดน ซึ่งเปนการควบรวม
วิธีท้ังสองในขัน้ตอนเดยีว เปนวิธีท่ีมีประสิทธิภาพและใชแรงงานนอย โดยขนิษฐาไดนําวิธีนี้ไปใชแกปญหา
คาขอบทีม่ีเง่ือนไขคาขอบเปนสมการซับซอนแบบไมชัดแจง ปรากฏวาไดผลดี สามารถลดแรงงานจากวิธี
ของนิวตันไดถึง 10-50% (K. Chompuvised, A. Dhamacharoen 2011) ผูวิจัยเชือ่วา  อาจนาํวิธีนี้ไปใช
แกปญหา DAE ไดดีเชนเดียวกัน 
 
    1.5  วิธีนิวตัน-บรอยเดน  ( Newton-Broyden Method) 
 วิธีนิวตัน-บรอยเดน เปนวิธีแกระบบสมการไมเชิงเสน นาํเสนอครั้งแรกโดยอาํพล 2554 [4, 5] ใน

ช่ือ วิธีสองขั้น ระบบสมการอยูในแบบ 
          F(u(x), x)  =   0           (3) 
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ถาแกระบบสมการโดยวิธีของนิวตัน  จะไดสูตรการคาํนวณเปน 

 xi+1 =  xi – [Fu(u(xi), xi)u'(xi) + Fx(u(xi), xi)]-1F(u(xi), xi), i = 0, 1, 2, . . .         (4) 

ถาแทน u'(xi) ดวย Di จะได 

 xi+1 =  xi – [Fu(u(xi), xi)Di + Fx(u(xi), xi)]-1F(u(xi), xi),   i = 0, 1, 2, . . .                   (5) 

และมีสูตรการปรับคาเมทริกซ 

   Di+1  =  Di + 
i

T
i

1

bb
(u(xi+1) – u(xi) – Dibi)biT           (6) 

เมือ่ bi = xi+1 – xi. สมการ (6) เรยีกวา สูตรปรับคาลาํดับขั้น 1 ของบรอยเดน (Broyden's rank-1 update) 

สมการ (5) และ (6) คือวิธีนิวตัน-บรอยเดน  วิธีดังกลาวนีค้งลักษณะที่ดขีองวิธีนิวตันไว  และแทนที่การ
คาํนวณที่ยุงยากดวยวิธีของบรอยเดน  ถามีจุดเริม่ตน x0 และ D0 ท่ีดี วิธีการดังกลาวจะทําใหไดลาํดับของจุด

ท่ีลูเขาสูผลเฉลยของระบบสมการ (3) โดยมีอันดับการลูเขา เปนแบบ เหนือเชิงเสนแบบ q 
 
    1.6 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ  เปนการสรางองคความรูใหมในสาขาวิชาคณิตศาสตรประยุกต  มี
ประโยชนในการพฒันาความรูทางคณิตศาสตรของประเทศ  ผลการวิจัยนี้สามารถนาํไปใชไดอยาง
กวางขวาง คอื  1. ความรูทฤษฎีบทตาง ๆ ท่ีสรางขึ้นเพือ่ยืนยนัความถกูตองของวิธีการจะเปนความรูพ้ืนฐาน
สําหรับเรื่องอืน่ ๆ และเปนเนื้อหาทางคณิตศาสตรระดับสูง ที่จะเปนองคความรู ใชสอนในระดับปริญญาโท 
(เอก) ได  2.  ระเบียบวิธีการคาํนวณที่สรางขึ้นจะสามารถนาํมาใชสรางซอฟตแวรคาํนวณสําหรับปญหาทาง
วิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตรท่ีเกีย่วของ 

ผลกระทบที่เกิดข้ึน  หากผลงานเปนไปดงัคาดหมาย จะเปนองคความรูใหมทีม่ีประโยชนใน การ
พัฒนาเทคโนโลย ี มีผลกระทบตอสังคมไทย ในแงของการสรางความเชือ่มั่นในภูมิปญญาของคนไทย สราง
ความมั่นคงดานวิชาการ สรางศักยภาพในการเรียนการสอนระดับสูง (ปริญญาโท เอก) สรางชื่อเสียงให
มหาวิทยาลยั  และของประเทศโดยรวม 
 

2.  การดําเนนิการวิจัย และผลการวิจัย 
     2.1  การสรางข้ันตอนวิธี 
 ผูวิจัยไดสรางวิธีแกปญหาสมการพีชคณิตเชิงอนพัุนธ โดยมีพื้นฐานจากวิธีแกระบบสมการโดยวิธี
นิวตัน-บรอยเดน ซึ่งเปนที่ผูวิจัยไดคิดคนไว  โดยพจิารณาปญหา 2 แบบ  คอื ปญหาสมการเฮซเซนเบอรก 
ดัชนี 1 และ สมการเฮซเซนเบอรก ดัชนี 2 
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 1.  ปญหา สมการเฮซเซนเบอรก ดัชนี 1  ซึ่งเขยีนอยูในรปู 
     y'(t) = f(x(t), y(t), t)             (7a) 
       g(x(t), y(t), t)  =  0             (7b) 
และกาํหนดเงือ่นไขคาเริม่ตน 
         y(t0)  =  y0              (7c) 

เมือ่กาํหนดเงือ่นไขเริม่ตนทีส่อดคลองพอดี  จะทําใหสมการนี้มีผลเฉลย คอืมีฟงกชัน x(t) และ y(t) ที่ทําให
สมการ (7a), (7b) และ (7c) เปนจริง  ในปญหาดังกลาว  เราสมมุติวา สมการ (7b) อยูในแบบไมชัดแจง 
เพราะถาสามารถเขียน x(t) ในรูปของ y(t) ไดชัดแจง ปญหาจะกลายมาเปนสมการเชิงอนพุันธแทจรงิ ไมเปน
สมการพีชคณติเชิงอนุพันธอีกตอไป 

 การแกปญหา  กระทําดังนี ้ แบงชวง [a, b] เปน n ชวงยอยเทา ๆ กัน แตละชวงยอยกวาง h = b a
n
− , 

และ  t0 = a, ti = ti-1 + h,  i = 1, 2, . . . , n. 

กําหนดให     F(x(ti-1))  =  g(x(ti), y(ti), t),  i = 1, 2, . . . , n 

เมือ่        y(ti)  =  u(x(ti-1))  โดยผานสมการ (7a) 

ดังนั้นสมการจะเปน 
              F(x(ti-1))  =  0 

ในชวงแรกเราทราบคาของ y(t0) ซึ่งจะใชคานี้เพ่ือหาคา x(t0) โดยใชสมการ (7b)  ตอไปในแตละชวงยอย 

[ti-1, ti] เราจะแกปญหา (7a) เพื่อหาคา y(ti)  โดยใชวิธีรุงเง-คุตตาอันดบั 4 ซึ่งจะตองหาคา 

    F1  =  h f(x(ti-1), y(ti-1),  ti-1)   

    F2  =  h f(x1, y(ti-1)+F1/2),  ti-1+h/2) 

    F3  =  h f(x2, y(ti-1)+ F2/2,  ti-1+h/2) 

    F4  =  h f(x3, y(ti-1)+F3,  ti-1+h) 

และได    y(ti)  =   
6
1 ( F1 + 2 F2 + 2 F3 + F4) 

คาของ x1, x2 และ x3 ซึ่งจะตองใชในการหาคา F2, F3 และ F4  เราหาไดจากสมการ (4b) โดยใชคา y(ti-

1)+F1/2 ใน F2, y(ti-1)+F2/2 ใน F3 และ y(ti-1)+F3 ใน F4 เมื่อไดคา y(t) แลวก็สามารถหาคา x(t) ไดจาก

สมการ (7b) เชนเดยีวกัน จากนีก้็ดําเนนิการในชวงตอไป จนกระทั่งถึงชวงสุดทาย  จะไดผลเฉลยตาม
ตองการ  (ดขูัน้ตอนวิธี A) 
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 2.  ปญหา สมการเฮซเซนเบอรก ดัชนี 2  ซึ่งเขยีนอยูในรปู 
     y'(t) = f(x(t), y(t), t)             (8a) 
             g(y(t), t)  =  0             (8b) 
และกาํหนดเงือ่นไขคาเริม่ตน 
               y(t0)  =  y0             (8c) 

สังเกตวา สมการ (8b) ไมมพีจน x(t)  ดังนัน้ จะใชสมการ (8b) เพื่อหา x(t) ไมได  ในกรณีนี้  เราพิจารณาตัว
แปรดังกลาวเปนตัวไมทราบคา ซึ่งเราจะหา เพือ่ใหสอดคลองกับสมการ (8b) 
 แบงชวง [a, b] เปน n ชวงยอยเทา ๆ กัน แตละชวงยอยกวาง h = b a

n
− , และ 

   t0 = a, ti = ti-1 + h,  i = 1, 2, . . . , n. 

กําหนดให    F(x(ti-1), y(ti-1))  =  g(y(ti), t),  i = 1, 2, . . . , n. 

เมือ่        y(ti)  =  u(x(ti-1))  โดยผานสมการ (8a) 

ดังนั้นสมการจะเปน 
       F(x(ti-1), u(x(ti-1))  =  0 

 ในแตละชวงยอย [ti-1, ti] เมือ่ทราบคา y(ti-1) เราคาดเดาคาของ x(ti-1) แลวแกปญหา (7a) เพื่อหาคา 

y(ti)  โดยใชวิธีรุงเง-คุตตาอนัดับ 4 ซึ่งจะตองหาคา F1, F2, F3 และ F4 ดังขางบน  แตในที่นี้เราใชคา x(ti-1) 

เปนคาคงตัวในทุก ๆ Fi แลวตรวจสอบเงื่อนไข (8b)  ในขั้นตอนนีเ้ราปรับเปลี่ยนคาของ x(ti-1) เพื่อให

ผลลัพธสอดคลองกับสมการ (8b) โดยใชวิธีนิวตัน-บรอยเดน  เมือ่ไดคา x(ti-1) ตามตองการแลว  ก็จะเลื่อน

ไปทําในชวงยอยถัดไป  โดยใชคา x(ti-1) เปนคาคาดเดาของ x(ti) ในชวงถัดไป 

 จากที่ไดอธิบายไว  เราดาํเนนิการดังนี ้
ปญหา (7a, b, c): 
กําหนดฟงกชัน F:              F(x(ti-1))  =  g(ti, x(ti-1), y(ti-1)), i = 1, 2, . . . , n. 

ปญหากลายมาเปน (3) 
                   F(x(ti-1))  =  0 

ซ่ึงสามารถแกไดโดยวิธีของนิวตัน 
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P1: วิธีของนิวตัน (Newton Method) 
  กําหนดคา ε เพื่อใชตรวจสอบ 
  กําหนดคาคาดเดา  z 

       A: คาํนวณคา F(z) 
 ตรวจสอบ  ||F(z)|| < ε, (เมือ่ ε เปนจาํนวนมคีานอยท่ีกาํหนดไว) 
  ถาจริง  ใหไปที่ B (จบขั้นตอนนี้)  ถาไมจริง ทาํขั้นตอไป 
 คาํนวณคา F'(z) 
 แกสมการ  F'(z)b = –F(z)เพือ่หาคา b 
 ปรับคา  z = z + b 
 แลวไปทําขั้น A 
        B:  จบการกระทาํ 

Algorithm A: 
ขั้นเตรยีมการ:  (1)  กาํหนดคาเริม่ตน  y(t0) =   y0 

(2)  หาคา x(t0)โดยการแกสมการโดยใช  P1:  กาํหนดคา x(t0) = z 

ขั้นหลกั:   เมือ่ i = 1, 2, . . . , n;  ดําเนินการขั้นตอไปนี ้
ขั้นท่ี 1.  แกปญหาคาเริ่มตน (7a) 1 ครั้ง เพ่ือหาคา y(ti) โดยดาํเนินการตอไปนี ้ 
   (1)  คาํนวณคา:  F1 =  h f(t, x(ti-1), y(ti-1)) 

        y1 = y(ti-1) + F1/2, แกสมการ g(ti-1+h/2, x1, y1) = 0 หาคา x1 (โดยใช P1) 

(2) คาํนวณคา:  F2 =  h f(t+h/2, x1, y1) 

       y2 = y(ti-1) + F2/2, Solve g(t+h/2, x2, y2) = 0 หาคา x2 (โดยใช P1). 

(3) คาํนวณคา:  F3 =  h f(t+h/2, x2, y2) 

       y3 = y(ti-1) + F3/2, Solve g(t+h, x3, y3) = 0 หาคา x3 (โดยใช P1). 

(4) คาํนวณคา:  F4 =  h f(t+h, x3, y3) 

(5)        y(ti) = y(ti-1) + (F1 + 2(F2 + F3) + F4)/6 
ขั้นท่ี 2.  แกปญหา (7b) เพื่อหาคา x(ti) โดยใช P1: กําหนดคา x(ti) = z 

แลวดาํเนินการในชวงตอไป (Next i) 
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ปญหา (8a, b, c): 
กําหนดฟงกชัน F:              F(x(ti-1), y(ti-1))  =  g(ti, y(ti)), i = 1, 2, . . . , n. 

ปญหากลายมาเปน (3) 
      F(x(ti-1), y(ti-1))  =  0 

ซ่ึงสามารถแกไดโดยวิธีของนิวตัน-บรอยเดน 
 
P2: วิธีรุงเง-คตุตา 1 ขั้น 
  กําหนดคา ti-1, x(ti-1), y(ti-1) และ b.  

        คาํนวณคา:  F1 =  h f(t, x(ti-1), y(ti-1)) 

        y1 = y(ti-1) + F1/2 และ x1 = x(ti-1) + b/2,  

        คาํนวณคา:  F2 =  h f(t+h/2, x1, y1) 

       y2 = y(ti-1) + F2/2 และ  x2 = x(ti-1) + b/2, 

       คาํนวณคา:  F3 =  h f(t+h/2, x2, y2) 

       y3 = y(ti-1) + F3/2 และ   x3 = x(ti-1) + b, 

       คาํนวณคา:  F4 =  h f(t+h, x3, y3) 

แลว      y(ti) = y(ti-1) + (F1 + 2(F2 + F3) + F4)/6 
Algorithm B: 
ขั้นเตรยีมการ:   
 (1)  กาํหนดคาเริม่ตน  y(t0) =   y0 

(2)  คาดเดาคา x(t0) = z 

(3)  คาดเดาเมทริกซ D0 (อาจเปน I) 
(4)  คาดเดาคา b 
(5)  แกปญหาคาเริม่ตน (8a) 1 ขั้น เพือ่หาคา y(ti) โดยใช P2 
(6)  คาํนวณคา F(x(ti-1), y(ti-1)) = g(ti, y(ti)) 

ขั้นหลกั:  เมือ่ i = 1, 2, . . . , n;  ดําเนินการขั้นตอไปนี ้
ขั้นท่ี 1. ตรวจสอบ  ||g(ti, y(ti)|| < ε, (เมือ่ ε เปนจาํนวนมคีานอยท่ีกําหนดไว) 

 ถาจริง  ใหไปที่ชวงตอไป (next i) (จบขั้นตอนนี้)  ถาไมจริง ทาํขั้นท่ี 2 
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ขั้นท่ี 2.  (1)  กําหนดคา u = y(ti) 

 (2)  คาํนวณคาเมทริกซ A = Fx(x(ti-1), y(ti)) + Fy(x(ti-1), y(ti))D 

 (3)  แกสมการ           Ab  =  –g(ti, y(ti))  เพื่อหาคา b 

 (4)  กําหนดคา        x(ti-1) = x(ti-1) + b 

 (5)  แกปญหา (8a) 1 ขั้น (โดยใช P2) เพือ่หาคา y(ti) 
 (6)  คาํนวณคา     g(ti, y(ti)) 

 (7)  ปรับคา D  =  D + 
bbT

1 (y(ti) – u – Db)bT 

 (8)  ไปทําขั้นท่ี 1. 
จบขัน้ตอนวิธี 
 
     2.2  การทดลอง 

     ทดลองการใชขั้นตอนวิธีโดยตัวอยาง 3 ตัวอยาง  ตัวอยางแรกเปนปญหาเฮซเซนเบอรก ดัชนี 1 
โดยมีระบบสมการเชิงอนุพนัธ และสมการพีชคณิตเปนแบบไมเชิงเสน  ดังนี้ 

   x"(t)  =  –(3t + 1)y(t) – x(t)(4z(t) + 1)    , 0 ≤ t ≤ 1 
   y"(t)  =  4 cos(z(t)) – y(t)(4z(t) + 1) 
 มีเง่ือนไขเริ่มตน  x(0) = 0, y(0) = 0, 
    x'(0) = 1, y'(0) = 2 
            สมการพีชคณิต 
   4 x(t) cos(z(t)) + t y2(t) = 4(z(t) – t2) 
ปญหานีม้ีผลเฉลยแมนตรงคอื 
    z(t) = t(t + 1) 
    x(t) = t cos (z(t)), 
    y(t) = sin(z(t)). 
โดยใชขั้นตอนวิธี A ไดผลเฉลยเชงิตัวเลขที่ดี มคีาคลาดเคลือ่นนอย ดังแสดงในตาราง 1. (เมือ่ xs, ys และ 

zs เปนคาคาํนวณจากผลเฉลยแมนตรง) 
 

ตาราง 1.  ผลการคาํนวณคา x(t), y(t) และ z(t) จากขั้นตอนวิธี A  และคาคลาดเคลือ่น 
    

i t x y z x – xs y – ys z – zs  
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.0000000 
5 0.083333    0.082994 0.180310 0.090278 0.000000 0.000000 0.0000000 

10 0.1666667   0.1635259 0.3864430 0.1944444 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
15 0.2500000   0.2378920 0.6148770 0.3125000 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
20 0.3333333   0.3009499 0.8599127 0.4444444 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
25 0.4166667   0.3461609 1.1131836 0.5902778 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
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30 0.5000000   0.3658444 1.3632775 0.7500000 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
35 0.5833333   0.3517169 1.5955682 0.9236111 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
40 0.6666667   0.2957773 1.7923844 1.1111111 -0.000000 0.0000000 -0.0000000 
45 0.7500000   0.1915753 1.9336531 1.3125000 -0.000000 0.0000000 0.0000000 
50 0.8333333   0.0358377 1.9981497 1.5277778 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
55 0.9166667   -0.169652 1.9654489 1.7569445 0.0000001 0.0000001 0.0000001 
60 1.0000000   -0.416147 1.8185950 2.0000002 0.0000002 0.0000003 0.0000002 
 

 ปญหาขอท่ีสองเปนปญหาทีพ่บเห็นบอยครั้ง  คอืปญหาเพนดลูัม (The pendulum problem) ท่ี
แสดงในระบบพิกัดฉาก xy  ดังนี ้
    x"(t)  =  –λ(t)x(t)    , t ≥ 0 
    y"(t)  =  –λ(t)y(t) – g      (9) 
    x(t)2 + y(t)2  =  L2 
เมือ่ g = 9.8  ปญหานี้เปนปญหา DAE กึ่งชัดแจง ดัชนี 2  ในการแกปญหา เราระบคุา L = 1 และ
กําหนดคาเริ่มตน x(0) = 1, y(0) = 0, x'(0) = 0 และ y'(0) = 0  โดยการแปลงตัวแปร y1 = x, y2 = x', y3 

= y and y4 = y'  จะไดระบบสมการเชิงอนุพันธ 
    y1'  =  y2 

    y2'  =  –λy1 
    y3'  =  y4 

    y4'  =  –λy3 – g     

เง่ือนไขเริ่มตน:            y1(0) = 1                    (10a) 
              y2(0)  = 0 
              y3(0)  = 0 
              y4(0)  = 0 

สมการพีชคณติ:                    y1
2 + y3

2 – 1 =  0.         (10b) 
 
 ถาเรากําหนดให x = sin θ และ y = -cos θ  แทนลงในสมการ (9) จัดรูปใหม จะเปนปญหาคา
เริม่ตนมีสมการเชิงอนพุันธสามัญ 

    θ"(t)  =  - g sin(θ(t)), t ≥ 0          (11) 
      θ(0)  =  

2
π . 

  
 จาก (10b)  ถาเราหาอนุพันธสองครั้ง จะไดสมการ 
      λ(t)  =  y2

2(t) + y4
2(t) – g y2(t).           (12) 

ระบบสมการ (10a) และ (12) จะเปนระบบสมการเชิงอนพุันธปกติ  เพราะวาฟงกชัน λ(t) เขียนไดในรูปของ 
y2(t) และ y4(t) แบบชัดแจง 
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 ในการทดลองนี้  เราแกปญหา (9a) และ (9b) โดยใชขัน้ตอนวิธี B ไดผลเฉลยเชิงตัวเลขดังแสดงใน
ตาราง 2  เราทดลองแกปญหา (11) และ ปญหา(10a) และ (12) ปรากฏวาไดผลเหมือนกัน  และเราใชเปนคา
เปรยีบเทียบกบัผลลัพธจากขั้นตอนวิธี B ในตาราง 2 คา xs, ys และ λs มาจากปญหา (11)  คา λ(t) เปนคาท่ี
จุดกึ่งกลางชวง t + h/2 
 

ตาราง 2.  ผลการคาํนวณคา x(t), y(t) และ λ(t) จากขั้นตอนวิธี B  และคาคลาดเคลือ่น 
i t x y λ(t) x – xs y – ys  λ – λs 
0 0.000000 1.000000 0.000000 0.0066694    0.000000 0.000000 -0.01334 
5 0.083333 0.999421 -0.034020 1.2067764    0.000000 0.000000 -0.01327 

10 0.166667 0.990763   -0.135608 4.3889120   0.000000 0.000000 -0.01245 
15 0.250000 0.953758   -0.300577 9.4089741 -0.000000 -0.000000 -0.00924 
20 0.333333 0.858149 -0.513401 15.762372   -0.000000 -0.000000 -0.001840 
25 0.416667 0.674223 -0.738528 22.336944 0.000000 0.000000 0.009746 
30 0.500000 0.392046 -0.919946 27.443990   0.000000 0.000000 0.021502 
35 0.583333 0.039516 -0.999219 29.406564 0.000001 0.000000 0.026667 
40 0.666667 -0.320679 -0.947188 27.497515   0.000001 -0.000000 0.021650 
45 0.750000 -0.621722 -0.783238 22.424766    -0.000001 0.000001 0.009949 
50 0.833333    -0.826959 -0.562262 15.858262 0.000001 -0.000000 -0.001681 
55 0.916667    -0.939329 -0.343017 9.4922857 0.000000 -0.000000 -0.009152 
60 1.0000000   -0.986140 -0.165918 4.4483962   0.000000 -0.000000 -0.012414 

 
 

        ปญหาขอท่ีสามเปนปญหาเฮซเซนเบอรกดัชนี 2 โดยมรีะบบสมการเชิงอนพุันธและสมการพีชคณิตเปน
แบบไมเชิงเสน  ดังนี้ 
   x"(t)  =  x(t)(4z(t) – 1) + 2(1 – 3t)y(t)     , 0 ≤ t ≤ 1 
   y"(t)  =  2 sin(z(t)) + y(t)(4z(t) – 1) 
 เงื่อนไขเริม่ตน: 
    x(0) = 0, y(0) = 1, 
    x'(0) = 0, y'(0) = 0 
            สมการพีชคณิต: 

           x2(t) + t2y2(t) =  t2 
สังเกตวาในปญหาไมมีตัวแปร z(t) ในสมการพีชคณิต  ปญหานีม้ีผลเฉลยแมนตรงคอื  
    z(t) = t(1 – t) 
    x(t) = t sin(z(t)), 
    y(t) = cos(z(t)). 
 

โดยใชขั้นตอนวิธี B แกปญหานี้  ไดผลดี คอืคาคลาดเคลือ่นนอย  ดังแสดงไวในตาราง 3 คาของ z(t) เปน
คาที่จุดกึ่งกลางชวง t + h/2 
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ตาราง 3.  ผลการคาํนวณคา x(t), y(t) และ z(t) จากขั้นตอนวิธี B  และคาคลาดเคลือ่น 
 

i t x y z x – xs y – ys z – zs 
0 0.0000000   0.0000000 1.0000000 .0055058 0.0000000 0.0000000  -0.0027581 
5 0.0833333   0.0063659  0.9970838 0.0860924 0.0000000 -0.0000000 0.0028285 

10 0.1666667   0.0230738   0.9903704 0.1416003 0.0000000 -0.0000000 -0.0027746 
15 0.2500000   0.0466008 0.9824733 0.1944127 0.0000000 -0.0000000 0.0028155 
20 0.3333333   0.0734659  0.9754101 0.2221708 0.0000000 -0.0000000 -0.0027597 
25 0.4166667   0.1002790 0.9706071   0.2471710 0.0000000 -0.0000000 0.0027960 
30 0.5000000   0.1237020   0.9689124 0.2471938 0.0000000 -0.0000000 -0.0027367 
35 0.5833333   0.1403905 0.9706071 0.2443677 0.0000000 -0.0000000 0.0027705 
40 0.6666667   0.1469318 0.9754101 0.2166649 0.0000000 -0.0000000 -0.0027101 
45 0.7500000   0.1398025 0.9824733 0.1860087 0.0000000 -0.0000000 0.0027448 
50 0.8333333   0.1153690 0.9903704 0.1305767 0.0000000 -0.0000000 -0.0026872 
55 0.9166667   0.0699551 0.9970838 0.0721021 0.0000000  -0.0000000 0.0027271 
60 1.0000000   0.0000001 1.0000000 -0.0110809   0.0000000  0.0000000 -0.0026781 

 

3.  สรุป และอภิปรายผล 
        ในการวิจัยนี้  ไดสรางขั้นตอนวิธีเพือ่แกปญหาระบบสมการ DAE ในแบบกึ่งชดัแจง เปนปญหา
เฮซเซนเบอรก ดัชนี 1 และดชันี 2  โดย ขัน้ตอนวิธี A ใชสําหรับปญหาดัชนี 1 และขัน้ตอนวิธี B ใชสําหรับ
ปญหาดัชนี 2  ในขั้นตอนวิธี B มีความจาํเปนตองใชวิธีนิวตัน-บรอยเดนแกสมการ 
 ในการสรางขัน้ตอนวิธี ไดใชวิธีรุงเง-คุตตาในการแกสมการเชิงอนุพันธ  จะตองหาคา F1, F2, F3 

และ F4 ซึ่งจะตองมขีอมูลคาท่ีจดุกึ่งกลางชวงและที่จุดปลายชวง เนือ่งจากไมมขีอมลูของตัวแปรที่ไมทราบ

คา จึงจะตองมเีทคนกิประมาณคาดังกลาว ในขั้นตอนวิธี A สามารถหาคาไดโดยวิธีของนิวตัน แตในขัน้ตอน
วิธี B ตองสมมุติวาตัวไมทราบคานัน้เปนคาคงตัวในชวงยอยแตละชวง เนือ่งจากไมมพีจนของตัวไมทราบคา
ปรากฏอยู จึงจําเปนตงใชวิธีนิวตัน-บรอยเดนประมาณคาดังกลาว (วิธีนิวตัน-บรอยเดน เปนผลงานวิจัยเดมิ
ของผูวิจัย) 
 เนื่องจากการสรางขั้นตอนวิธี  ไดนาํวิธีที่รูจกัแพรหลายมาประยุกตใช  จึงไมมีทฤษฎีใหมท่ีตอง
พิสูจน การคํานวณในขัน้ตอนตาง ๆ เปนไปเหตุผลและเงื่อนไขของตวัแปรทีม่อียูในสูตรการคาํนวณ จึงทาํ
ใหไดผลสําเรจ็ตามเปาหมายที่คาดไว 
 ผลการทดลองปรากฏวา  ใชไดผลดีทั้งสองวิธีท่ีทํา  กลาวคือ คาคลาดเคลื่อนนอย โดยขัน้ตอนวิธี A 
คาคลาดเคลือ่นทุกรายการ นอยกวา 10-7  และลาํหรบัขั้นตอนวิธี B คาคลาดเคลือ่นของตัวแปรหลักใน
สมการเชิงอนพุันธ นอยกวา 10-7  ขณะที่คาคลาดเคลือ่นของตัวแปรเสรมิ สวนใหญ นอยกวา 10-2 มี
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บางสวนทีม่ีคาคลาดเคลือ่นสูงกวา 10-2 แตก็นอยกวา 10-1 ซ่ึงเกิดขึ้นเนื่องจากคาของตัวแปรมีคามาก  ซึ่งถา

คิดคาคลาดเคลือ่นสมัพัทธจะพบวา มคีานอยกวา 10-2 
 ช้ันตอนวิธี B มคีวามยากเพราะวาไมมีตัวแปรปรากฏอยูในสมการ ผลการคํานวณจึงมคีา
คลาดเคลื่อนสงู  แตก็ไมสูงมาก คอื คาคลาดเคลือ่นสมัพัทธไมเกิน 1% ความคลาดเคลือ่นนี้เกดิจากการที่
ประมาณคาของฟงกชันไมทราบคาที่จุดตาง ๆ ในชวงยอยโดยใชคาคงตัว  
  
4.  ขอเสนอแนะ 
 จากการสรางขั้นตอนวิธีการคาํนวณ และการทดลองใช พบวาสมการทีไ่มมีพจนตัวไมทราบคา
ปรากฏอยูในสมการ ทาํใหการหาผลเฉลยกระทาํไดยากกวากรณีท่ีมีพจนของตัวไมทราบคาปรากฏอยูใน
สมการ ดังนั้น ในการนําวิธีการคาํนวณไปใช  มขีอเสนอแนะดังนี ้
 1.  การปรับเปลี่ยนสมการเพื่อใหมพีจนตัวไมทราบคาปรากฏอยูในสมการ จะทาํใหการแกปญหา
งายขึน้ โดยใชขั้นตอนวิธี A ท้ังในแงของการจดักระทํากับปญหาใหเขาแบบการคาํนวณ (Formulation) และ
ผลการคาํนวณจะทาํใหไดคาทีถู่กตองแมนยํามากขึน้ 
 2.  กรณีที่การปรับเปลี่ยนในขอ 1. กระทําไมได หรอืกระทาํไดยาก  หรือปญหามีดัชนีสูง หรอืมี
จํานวนตัวไมทราบคาหลายตัว  การปรับเปลี่ยนใหอยูในรูปสมการเฮซเซนเบอรกดชันี 2 และใชขัน้ตอนวิธี B 
ก็สามารถแกปญหาไดดพีอสมควร 
 

_________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 14 

บรรณานุกรม 
 
[1]  Ascher U. M.; Petzold L. R. (1998) Computer Method for Ordinary Differential  
         Equations and Differential-Algebraic Equations, Society for Industrial and  
         Applied mathematics (SIAM),  Philadelphia, PA. 
 [2]  Brenan K. E.; Campbell S. L.; Petzold L. R., (1996) Numerical Solution of  
          Initial-Value Problems in Differential-Algebraic Equations, Revised and  
         Corrected reprint of 1989 original, with an additional chapter and additional  
         references. Classic in Applied mathematics, 14. SIAM, Philadelphia PA. 
[3]  Campbell, S. L., et. al. (2008) Differential-Algebraic Equations, Scholarpedia,  
          3(8):2849. 
[4]  Chompuvised, K., and A. Dhamacharoen, Solving boundary value problems of  
        ordinary differential equations with non-separated boundary conditions, Applied  
        Mathematics and Computation, Volume 217, Issue 24, 15 August 2011, Pages  
        10355-10360 
[5]  Dhamacharoen, A.,  An efficient hybrid method for solving systems of nonlinear       
        equations, (2014), Journal of Computational and Applied Mathematics Volume  
         263, Pages 59-68. 
[6]  Eich-Soellner, E. and C. Fuhrer (1998) "Numerical Method in Multibody Systems",  
        Teubner Verlag,  Stuttgart, Germany. 
 
[7]  Hairer E.; Wanner G, (1998) Solving Ordinary Differential Equation. II. Stiff and  
         Differential-Algebraic Problems, Second Edition, Springer Series in  
         Computational Mathematics, 14. Springer-Verlag, Berlin. 
[8]  Ilie, S., R. M. Reid and G. Reid, (2006) "Numerical Solution of Differential Algebraic  
        Equations of index-1 Can Be Computed in Polynomial Time", Numerical Algorithm  
        41 (2): 161 – 171. 
[9]  Kunkel, P. and V. L. Mehrmann, (2006) Differential-algebraic equations: analysis and  
         numerical solution (http:// book.google.co.uk/boks?id=iRZPqCwkI IC) Zurich,  
         Switzerland: European Mathematical Society. ISBN 3037190175, 9783037190173. 
[10]  Rabier P., J.; Rheinboldt W. C. (2002) Theoretical and Numerical Analysis of  
        Differential-Algebraic Equations. Hand Book of Numerical Analysis, Vol. VIII,  
        183-540, Habdb. Numer.  Anal., VIII, North Holland, Amsterdam. 
[11]  Riaza R. (2008), Differential-Algebraic System: Analytical Espects and Circuit  
         Applications, World Scientific, Singapore. 
[12]  Differential-Algebraic Equation, Wikipedia, the free encyclopedia. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 15 

 
 

ภาคผนวก 

 
ก. โปรแกรมคอมพิวเตอรตามขั้นตอนวธิี A และขั้นตอนวิธ ีB  ที่ใชแกปญหาในการทดลอง 
ข. แบบรางบทความงานวิจยัที่พรอมจะนําไปลงในวารสารวิชาการ 
ค. ประวตัินกัวจิัยและคณะ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 16 

ภาคผนวก ก. 
โปรแกรมคอมพิวเตอร (MATHLAB) สําหรับตัวอยางในงานวิจัย 
Example1 
dae1: 
n=60; 
h=1/n; 
x=0; 
y=0; 
u=1; 
v=2; 
t=0; 
z=0; 
xs=x;ys=y;zs=z;ts=t; 
solve 
z=zs; 
i=0; 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',0,t,x,y,s0,x-xs,y-ys,s0-
z) 
for i=1:n 
daerung 
t=t+h; 
xs=x;ys=y;zs=z;ts=t; 
solve 
z=zs; 
xs=t*cos(z);ys=2*sin(z);zs=t*(t+1); 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',i,t,x,y,s0,x-xs,y-ys,s0-z) 
end 
 
solve: 
s=cos(zs); 
f=4*s*xs+ts*ys*ys-4*(zs-ts*ts); 
while abs(f) > .0000000001 
  s1=-sin(zs); 
  fu=[4*s ts*2*ys]; 
  dd=4*s1*xs-4; 
  b=-f/dd; 
  zs=zs+b; 
  s=cos(zs); 
  f=4*s*xs+ts*ys*ys-4*(zs-ts*ts); 
end 
 
daerung: 
x0=x;y0=y;u0=u;v0=v;z0=z; 
x1=h*u0;y1=h*v0;u1=h*((-1-4*z0)*x0-(3*t+1)*y0);v1=h*(4*cos(z0)-y0*(4*z0+1)); 
ts=t+h/2;xs=x0+x1/2;ys=y0+y1/2;zs=z0; 



 17 

solve 
z1=zs; 
x2=h*(u0+u1/2);y2=h*(v0+v1/2);u2=h*((-1-4*z1)*xs-(3*ts+1)*ys);v2=h*(4*cos(z1)-
ys*(4*z1+1)); 
ts=t+h/2;xs=x0+x2/2;ys=y0+y2/2;zs=z1; 
solve 
z2=zs; 
x3=h*(u0+u2/2);y3=h*(v0+v2/2);u3=h*((-1-4*z2)*xs-(3*ts+1)*ys);v3=h*(4*cos(z2)-
ys*(4*z2+1)); 
ts=t+h;xs=x0+x3;ys=y0+y3;zs=z2; 
solve 
z3=zs; 
x4=h*(u0+u3);y4=h*(v0+v3);u4=h*((-1-4*z3)*xs-(3*ts+1)*ys);v4=h*(4*cos(z3)-
ys*(4*z3+1)); 
x=x0+(x1+2*(x2+x3)+x4)/6; 
y=y0+(y1+2*(y2+y3)+y4)/6; 
u=u0+(u1+2*(u2+u3)+u4)/6; 
v=v0+(v1+2*(v2+v3)+v4)/6; 
 
Problem2 
dae2 
n=60; 
h=1/n; 
g=9.8; 
x=1; 
y=0; 
u=0; 
v=0; 
t=0; 
d=[1;1]; 
f=0; 
w1=pi/2;w2=0; 
xs=x;ys=y; 
s0=.2; 
z=u*u+v*v-g*y; 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',0,t,x,y,s0,x-xs,y-ys, s0-
z) 
fori=1:n+1 
x0=x;y0=y;u0=u;v0=v; 
z1=z; 
daerunge2 
f=x*x+y*y-1; 
while abs(f) > .0000000001 
dd=2*[x y]*d; 
    b=-f/dd; 
    s0=s0+b; 
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yy=y;xx=x; 
    daerunge2 
    f=x*x+y*y-1; 
    d1=([x-xx;y-yy]-d*b)/b; 
    d=d+d1; 
end 
  w11=h*w2;w21=-g*h*sin(w1); 
  w12=h*(w2+w21/2);w22=-h*g*sin(w1+w11/2); 
  w13=h*(w2+w22/2);w23=-h*g*sin(w1+w12/2); 
  w14=h*(w2+w23);w24=-h*g*sin(w1+w13); 
  w1=w1+(w11+2*(w12+w13)+w14)/6; 
  w2=w2+(w21+2*(w22+w23)+w24)/6; 
  t=t+h; 
xs=sin(w1);ys=-cos(w1); 
  z=w2*w2-g*ys; 
zz=(z+z1)/2; 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',i,t,x,y,s0,x-xs,y-ys, s0-
zz) 
end 
 
daerunge2 
x1=h*u0;y1=h*v0;u1=-h*s0*x0;v1=-h*(s0*y0+g); 
x2=h*(u0+u1/2);y2=h*(v0+v1/2);u2=-h*(s0*(x0+x1/2));v2=-h*(s0*(y0+y1/2)+g); 
x3=h*(u0+u2/2);y3=h*(v0+v2/2);u3=-h*(s0*(x0+x2/2));v3=-h*(s0*(y0+y2/2)+g); 
x4=h*(u0+u3);y4=h*(v0+v3);u4=-h*(s0*(x0+x3));v4=-h*(s0*(y0+y3)+g); 
x=x0+(x1+2*(x2+x3)+x4)/6; 
y=y0+(y1+2*(y2+y3)+y4)/6; 
u=u0+(u1+2*(u2+u3)+u4)/6; 
v=v0+(v1+2*(v2+v3)+v4)/6; 
 
Problem3 
dae3: 
n=60; 
h=1/n; 
x=0; 
y=1; 
u=0; 
v=0; 
t=0; 
d=[1;1]; 
f=0; 
xs=x;ys=y; 
zs=0; 
s0=1; 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',0,t,x,y,s0,x-xs,y-ys, s0-
zs) 
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fori=1:n+1 
x0=x;y0=y;u0=u;v0=v; 
th=t+h; 
  daerunge3 
  f=x*x+(y*y-1)*th*th; 
while abs(f) > .0000000001 
dd=2*[x th*th*y]*d; 
    b=-f/dd; 
    s0=s0+b; 
yy=y;xx=x; 
    daerunge3 
    f=x*x+(y*y-1)*th*th; 
    d1=([x-xx;y-yy]-d*b)/b; 
    d=d+d1; 
end 
  t=t+h; 
  z=t*(1-t); 
xs=t*sin(z); 
ys=cos(z); 
ts=t-h/2; 
zs=ts*(1-ts); 
fprintf('%2i %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n',i,t,x,y,s0,x-xs,y-ys,s0-
zs) 
end 
 
daerunge3 
x1=h*u0;y1=h*v0;u1=h*((4*s0-1)*x0+2*y0*(1-3*t));v1=h*((4*s0-1)*y0+2*sin(s0)); 
x2=h*(u0+u1/2);y2=h*(v0+v1/2); 
u2=h*((4*s0-1)*(x0+x1/2)+2*(y0+y1/2)*(1-3*(t+h/2)));v2=h*((4*s0-
1)*(y0+y1/2)+2*sin(s0)); 
x3=h*(u0+u2/2);y3=h*(v0+v2/2); 
u3=h*((4*s0-1)*(x0+x2/2)+2*(y0+y2/2)*(1-3*(t+h/2)));v3=h*((4*s0-
1)*(y0+y2/2)+2*sin(s0)); 
x4=h*(u0+u3);y4=h*(v0+v3); 
u4=h*((4*s0-1)*(x0+x3)+2*(y0+y3)*(1-3*(t+h)));v4=h*((4*s0-1)*(y0+y3)+2*sin(s0)); 
x=x0+(x1+2*(x2+x3)+x4)/6; 
y=y0+(y1+2*(y2+y3)+y4)/6; 
u=u0+(u1+2*(u2+u3)+u4)/6; 
v=v0+(v1+2*(v2+v3)+v4)/6; 
 
 

_________________________________ 
 

 



 20 

 

ภาคผนวก ข. 
ผลผลิต (Output) 
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Abstract:  This research aims to solve the DAE problems in its original form in which both 
the differential and algebraic equations remain. The Newton or Newton-Broyden technique 
together with some integrator such as the Runge-Kutta method are coupled to solve the 
problems. Some experiments show that the method developed here is efficient, in the sense 
that it can give the approximate solution within some desired accuracy and some reasonable 
time. 
 
Keywords: Differential-Algebraic Equations, Newton-Broyden Method, index-2  
                   Hessenberg DAE. 
 
----------------- 
1. Introduction: 

A differential algebraic equation (DAE) is an equation involving an unknown function 
and its derivatives. A DAE in its most general form is given by  

 
        F(t, x(t), y(t), y'(t))  =  0,  t ∈ [a, b]     (1) 
 

where F: R×Rm×Rn×Rn → Rm+n, x(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rn and y'(t) ∈ Rn. In this form the 
relation between the variables and derivatives may be implicit. In some systems the equations 
may be written in the explicit form of derivatives, as: 
    y'(t)  =  f(t, x(t), y(t))      (2a) 
                 g(t, x(t), y(t)) = 0.           (2b) 
where f: R×Rm×Rn → Rn. This set of equations is called a semi-explicit DAE system. 
 
 Differential algebraic equations arise in the mathematical modeling of a wide variety 
of problems from engineering and science, such as in multi-body and flexible body 
mechanics, electrical circuit design, optimal control, incompressible fluids, molecular 
dynamics, chemical kinetics, and chemical process control [1, 2, 3, 7, 8]. 
 DAE can be transformed into the ODE problem via differentiation. The number of 
differentiations needed in transforming is called the differentiation index. This number can 
describe some characteristic of the problem. In general, the higher the index of a DAE, the 
more difficulties one can expect for its numerical solution 
[1, 2, 3, 6]. 
 Although DAE can be transformed into an explicit ODE so that it can be solved using 
the methods of ODE, but still there are many numerical methods for solving DAE. In the 
DAE solvers software the numerical approaches for the solution of DAEs can be divided 
roughly into two classes: (i) direct discretizations of the given system and (ii) methods which 
involve a reformulation (e.g. index reduction), combined with a discretization. Direct 
discretizations are easier to used but limited in their utility essentially to index-1, index-2 
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Hessenberg, and index -3 Hessenberg DAE systems, while a reformulation may be costly, it 
may require more input from the user, and it may involve more user intervention [3, 6]. 
 
 In this research we will emphasis on constructing an algorithm for solving a semi-
explicit DAE. The approach is first solve the system of algebraic equations and then solve the 
differential equations using information just derived. The Newton-Broyden method is the key 
roll for solving algebraic equation since it performs almost as well as the Newton method 
with the less energy, and out perform the other methods of the same order of convergence [4, 
5]. 
 
2.  The Newton-Broyden Method: 
 
 The method, which was first proposed by Dhamacharoen in 2011 [4, 5], aims to solve 
the equation of the form: 
          F(u(x), x)  =   0      (3) 
 
The Newton scheme of this problem is: 

xi+1 =  xi – [Fu(u(xi), xi)u'(xi) + Fx(u(xi), xi)]-1F(u(xi), xi), i = 0, 1, 2, . . . 
Replacing u'(xi) by Di, gives 
     xi+1 =  xi – [Fu(u(xi), xi)Di + Fx(u(xi), xi)]-1F(u(xi), xi),   i = 0, 1, 2, . . .           (4) 
with updating: 

  Di+1  =  Di + 
i

T
i

1

bb
(u(xi+1) – u(xi) – Dibi)bi

T    (5) 

where bi = xi+1 – xi. This method retains the good part of Newton method, and replaces the 
difficult part of Newton's with Broyden's. With good initial guesses for z0 and D0, the 
Newton-Broyden scheme (4) will produce a sequence that converges to a solution of (3), with 
q-super linear order of convergence. 
 
 Although the order of convergence of the Newton-Broyden method is equal to that of 
the Broyden method and less than that of the Newton method, but in practice the Newton-
Broyden perform well in the sense that the good initial guess is easily found and it reaches the 
solution in a reasonable number of iterations. As shown in [3] and [4], for the same problem 
and using the same initial guess the sequence from the Newton-Broyden method reachs the 
solution while that from the Broyden does not, and also the Newton-Broyden method 
consumes less amount of work than does by the Newton method.  

Note that if the function F is linear, then Broyden's update and Newton-Broyden's 
update are coincided. 
 

Constructing the Method: 
     The initial value problems: 
 
     Assume that the DAE is expressed in the form (2a), (2b) (renumbering) 

    y'(t)  =  f(t, x(t), y(t))      (6a) 
                 g(t, x(t), y(t)) = 0           (6b) 
in which the system of equations is to be solved for x(t) and y(t) where t ∈ [a, b]. In solving 
the system numerically, the conditions on the initial values of y must be imposed sufficiently 
for the system to have a unique solution. If (6b) can expresses x(t) in term of t and y(t) 
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explicitly then the system become the pure ODE. Therefore we consider the case when (6b) 
expresses x(t) implicitly. 
 Let the interval [a, b] be divided into n subintervals {a = t0, t1, . . . , tn = b}. In each 
interval [ti-1,ti] we will solve (6a) numerically for y(ti). In an initial value problem the value 
y(t0) is specified, then the value x(t0) can be solved from (6b). In order to use the Runge-
Kutta method, in each interval [ti-1, ti] the value x2, x3 and x4 which are needed for computing 
F2, F3 and F4 respectively, each can be solved from (6b) using the values of y(ti-1)+F1/2 in F2, 
y(ti-1)+F2/2 in F3 and y(ti-1)+F3 in F4. Once the value y(ti) is computed then x(ti) can be 
solved from (6b). Then advance to the next interval, and repeat this procedure until we reach 
the last subinterval. 
 Suppose that the term x(t) is missing from the equation (6b), the system becomes: 
       y'(t)  =  f(t, x(t), y(t))      (7a) 
              g(t, y(t)) = 0           (7b) 
         y(t0) = y0 
in which the system is called index-2 Hessenberg. In solving the differential equation (7a) the 
variable x(t) are treated to be unknown. In each interval [ti-1, ti] the value of x(ti-1) is given as 
a guess, then solve (7a) numerically for y(ti). Check the condition (7b) g(ti, y(ti)) = 0. Update 
the value of x(ti-1) and iterate the process until the condition (7b) is met. Then advance to the 
next interval using the last value of x(ti-1) as the guessing value for x(ti). Repeat this 
procedure until we reach the last subinterval. 
 
 In solving the differential equations we may use the 4th order Runge-Kutta method or 
the 4th order Taylor method, since their local error is O(h5) and the total error is O(h4), which 
is acceptable, and it is easy to implement. In solving the algebraic equations associated in the 
problem, the Newton method is used in (6b) and the Newton-Broyden method is used in (7b). 
  
 As the procedure described above the formulation will be the followings: 

Partition the interval [a, b] into n subinterval. h = b a
n
− , and 

      t0 = a, ti = ti-1 + h,  i = 1, 2, . . . , n. 
 
Algorithm A: Problem (6a), (6b): 
Define the function F:              F(x(ti-1))  =  g(ti, x(ti-1), y(ti-1)), i = 1, 2, . . . , n. 
then the problem become as (3) 
      F(x(ti-1))  =  0 
which can be solve using the Newton method. 
P1: Newton Method 
  Prescribe a small positive real number ε. 
  Guess the value z. 

       A: Compute F(z). 
 Check if ||F(z)|| < ε, (ε a prescribed small number). 
  If yes, then go to B. If no, do the next step. 
 Compute F'(z). 
 Solve the system F'(z)b = –F(z), for b. 
 Set  z = z + b. 
 Go to A. 
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        B  End. 
The process for solving this equation will be as follow: 
 

Initial step:  (1)  Partition the interval [a, b] into n subinterval. h = b a
n
− , and 

   t0 = a, ti = ti-1 + h,  i = 1, 2, . . . , n. 
(2) Set the given initial condition y(t0) = y0. 
(3)  Solve for x(t0), using P1: Set x(t0) = z. 

For i = 1, 2, . . . , n; process the following steps: 
Step 1.  Solve the initial value problem (6a) 1 step to obtained y(ti), by the  
         following steps: 
   (1)  Compute:  F1 =  h f(t, x(ti-1), y(ti-1)) 
        y1 = y(ti-1) + F1/2, Solve g(t+h/2, x1, y1) = 0 for x1. (Using P1). 

(2) Compute:  F2 =  h f(t+h/2, x1, y1) 
       y2 = y(ti-1) + F2/2, Solve g(t+h/2, x2, y2) = 0 for x2. (Using P1). 
(3) Compute:  F3 =  h f(t+h/2, x2, y2) 
       y3 = y(ti-1) + F3/2, Solve g(t+h, x3, y3) = 0 for x3. (Using P1). 
(4) Compute:  F4 =  h f(t+h, x3, y3) 
(5)        y(ti) = y(ti-1) + (F1 + 2(F2 + F3) + F4)/6 

Step 2.  Solve (6b) for x(ti), using P1: Set x(ti) = z. 
Then go to the next interval. 
 
Algorithm B: Problem (7a), (7b): 
Define the function F:              F(x(ti-1), y(ti-1))  =  g(ti, y(ti)), i = 1, 2, . . . , n. 
then the problem become as (3) 
      F(x(ti-1), y(ti-1))  =  0 
which can be solve using the Newton-Broyden method. 
 
P2: One Step Runge-Kutta Method 
  Given the value ti-1, x(ti-1), y(ti-1) and b.  
        Compute:  F1 =  h f(t, x(ti-1), y(ti-1)) 
        y1 = y(ti-1) + F1/2, x1 = x(ti-1) + b/2,  
        Compute:  F2 =  h f(t+h/2, x1, y1) 

       y2 = y(ti-1) + F2/2,  x2 = x(ti-1) + b/2, 
       Compute:  F3 =  h f(t+h/2, x2, y2) 
       y3 = y(ti-1) + F3/2,   x3 = x(ti-1) + b, 
       Compute:  F4 =  h f(t+h, x3, y3) 
Then      y(ti) = y(ti-1) + (F1 + 2(F2 + F3) + F4)/6 

 
The process for solving this equation will be as follow: 
 

Initial step:  (1)  Partition the interval [a, b] into n subinterval. h = b a
n
− , and 

   t0 = a, ti = ti-1 + h,  i = 1, 2, . . . , n. 
(3) Set the given initial condition y(t0) = y0. 



 25 

(4) Guess the initial condition  x(t0) = z. 
(5) Guess the initial matrix D (may be = I), Guess the value b. 
(6) Solve the initial value problem (7a) 1 step to obtained y(t1), using P2. 
(7) Compute the value F(x(ti-1), y(ti-1)) = g(ti, y(ti)) 

For i = 1, 2, . . . , n; process the following steps: 
Step 1.  Check the condition ||g(ti, y(ti)|| < ε where ε is a prescribe small number. 
 If pass, then process to the next interval (next i). 
 If fail, do step 2. 
Step 2. (1)  Set u = y(ti). 
 (2)  Compute the matrix A = Fx(x(ti-1), y(ti)) + Fy(x(ti-1), y(ti))D 
 (3)  Solve                   Ab  =  –g(ti, y(ti))  for b, 
 (4)  Set         x(ti-1) = x(ti-1) + b 
 (5)  Solve the initial value problem (7a) 1 step (using P2) to obtained y(ti) 
 (6)  Compute the value g(ti, y(ti)) 

 (6)  Set  D  =  D + 
bbT

1 (y(ti) – u – Db)bT 

 (7)  Go to step 1. 
End. 
 

3. Experiments: 
     Three examples are used to illustrate the method. The first problem is an index-1 
Hessenberg DAE systems with nonlinear differential equations and a nonlinear algebraic 
equation, as follows:  

   x"(t)  =  –(3t + 1)y(t) – x(t)(4z(t) + 1)    , 0 ≤ t ≤ 1 
   y"(t)  =  4 cos(z(t)) – y(t)(4z(t) + 1) 
 initial conditions, 
    x(0) = 0, y(0) = 0, 
    x'(0) = 1, y'(0) = 2 
            algebraic equation 
   4 x(t) cos(z(t)) + t y2(t) = 4(z(t) – t2) 
 Using Algorithm A this problem is solved and has a nicely result with small error 
compare to the exact solution 
    z(t) = t(t + 1) 
    x(t) = t cos (z(t)), 
    y(t) = sin(z(t)). 
Some results are illustrated in Table 1. (xs, ys and zs are values from the exact solution) 
 
Table 1: Resulted values for x(t), y(t) and z(t) from Algorithm A, and errors. 
    

i t x y z x – xs y – ys z – zs  
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
5 0.083333    0.082994 0.180310 0.090278 0.000000 0.000000 0.000000 

10 0.1666667   0.1635259 0.3864430 0.1944444 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
15 0.2500000   0.2378920 0.6148770 0.3125000 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
20 0.3333333   0.3009499 0.8599127 0.4444444 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
25 0.4166667   0.3461609 1.1131836 0.5902778 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
30 0.5000000   0.3658444 1.3632775 0.7500000 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
35 0.5833333   0.3517169 1.5955682 0.9236111 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
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40 0.6666667   0.2957773 1.7923844 1.1111111 -0.000000 0.0000000 -0.000000 
45 0.7500000   0.1915753 1.9336531 1.3125000 -0.000000 0.0000000 0.0000000 
50 0.8333333   0.0358377 1.9981497 1.5277778 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
55 0.9166667   -0.169652 1.9654489 1.7569445 0.0000001 0.0000001 0.0000001 
60 1.0000000   -0.416147 1.8185950 2.0000002 0.0000002 0.0000003 0.0000002 
 
 The second problem is the classical example of DAE problem "The pendulum 
problem", expressed in the xy co-ordinate plane, as follows:  

    x"(t)  =  –λ(t)x(t)    , t ≥ 0 
    y"(t)  =  –λ(t)y(t) – g      (8) 
    x(t)2 + y(t)2  =  L2 
where g = 9.8. This problem is an index 2 semi-explicit DAE problem. [3, 9]. Processing to 
solve the problem numerically, we let L = 1, and impose the initial conditions x(0) = 1, y(0) = 
0. Using the new variables, y1 = x, y2 = x', y3 = y and y4 = y', then we have the system of 
differential algebraic equations: 
    y1'  =  y2 

    y2'  =  –λy1 
    y3'  =  y4 

    y4'  =  –λy3 – g     
initial conditions:            y1(0) = 1       (9a) 
              y2(0)  =  0 
               y1(0) = 1 
              y2(0)  =  0 
algebraic equation: 
                      y1

2 + y3
2 – 1 =  0.                 (9b) 

 
 If we let x = sin θ, y = -cos θ, substitute in the problem (8) and manipulate some 
derivatives and algebra, we will have the equivalent initial value problem of ordinary 
differential equation: 

    θ"(t)  =  - g sin(θ(t)), t ≥ 0                (10) 
      θ(0)  =  

2
π . 

 From (9b) if we differentiate the equation y1
2(t) + y3

2(t)  =  1 twice, we will come up 
with the equation: 
       λ(t)  =  y2

2(t) + y4
2(t) – g y2(t).              (11) 

The system (9a) with (11) become a pure ODE since the function λ(t) is expressed in term of 
y2(t) and y4(t) explicitly. 
 In this experiment we solve (9a), (9b) using Algorithm B and give some of the results 
in table 2. The system (10) and (9a) with (11) are also solved, and they give the same results 
which their values are used to compare to the results from Algorithm B, as shown in Table 2. 
The value xs, ys and λs are from the problem (10). Note that the value of λ(t)'s are at the mid-
points t + h/2. 
 
Table 2: Resulted values for x(t), y(t) and λ(t) from Algorithm B, and errors. 

i t x y λ(t) x – xs y – ys  λ – λs 
0 0.000000 1.000000 0.000000 0.0066694    0.000000 0.000000 -0.01334 
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5 0.083333 0.999421 -0.034020 1.2067764   0.000000 0.000000 -0.01327 
10 0.166667 0.990763   -0.135608 4.3889120   0.000000 0.000000 -0.01245 
15 0.250000 0.953758   -0.300577 9.4089741 -0.000000 -0.000000 -0.00924 
20 0.333333 0.858149 -0.513401 15.762372   -0.000000 -0.000000 -0.001840 
25 0.416667 0.674223 -0.738528 22.336944 0.000000 0.000000 0.009746 
30 0.500000 0.392046 -0.919946 27.443990   0.000000 0.000000 0.021502 
35 0.583333 0.039516 -0.999219 29.406564 0.000001 0.000000 0.026667 
40 0.666667 -0.320679 -0.947188 27.497515   0.000001 -0.000000 0.021650 
45 0.750000 -0.621722 -0.783238 22.424766    -0.000001 0.000001 0.009949 
50 0.833333    -0.826959 -0.562262 15.858262 0.000001 -0.000000 -0.001681 
55 0.916667    -0.939329 -0.343017 9.4922857 0.000000 -0.000000 -0.009152 
60 1.0000000   -0.986140 -0.165918 4.4483962   0.000000 -0.000000 -0.012414 

 
 

The third problem is an index-2 Hessenberg DAE systems with nonlinear differential 
equations and a nonlinear algebraic equation, as follows:  

   x"(t)  =  x(t)(4z(t) – 1) + 2(1 – 3t)y(t)     , 0 ≤ t ≤ 1 
   y"(t)  =  2 sin(z(t)) + y(t)(4z(t) – 1) 
 initial conditions, 
    x(0) = 0, y(0) = 1, 
    x'(0) = 0, y'(0) = 0 
            algebraic equation 
           x2(t) + t2y2(t) =  t2 
Note that this problem is similar to the first problem but there is no variable z(t) in the 
algebraic equation. 
 Using Algorithm B this problem is solved and has a nice result given in Table 3. The 
exact solution is: 
    z(t) = t(1 – t) 
    x(t) = t sin(z(t)), 
    y(t) = cos(z(t)). 
Algorithm B gives the results for x(t) and y(t) with small error, but solution for z(t) has some 
error less than 0.005. Some results are illustrated in Table 3. Note that the value of z(t)'s are at 
the mid-points t + h/2. 
 
Table 3: Resulted values for x(t), y(t) and z(t) from Algorithm A, and errors. 
 

i t x y z x – xs y – ys z – zs 
0 0.0000000   0.0000000 1.0000000 .0055058 0.0000000 0.0000000   -0.0027581 
5 0.0833333   0.0063659  0.9970838 0.0860924 0.0000000 -0.0000000 0.0028285 

10 0.1666667   0.0230738   0.9903704 0.1416003 0.0000000 -0.0000000 -0.0027746 
15 0.2500000   0.0466008 0.9824733 0.1944127 0.0000000 -0.0000000 0.0028155 
20 0.3333333   0.0734659  0.9754101 0.2221708 0.0000000 -0.0000000 -0.0027597 
25 0.4166667   0.1002790 0.9706071  0.2471710 0.0000000 -0.0000000 0.0027960 
30 0.5000000   0.1237020   0.9689124 0.2471938 0.0000000 -0.0000000 -0.0027367 
35 0.5833333   0.1403905 0.9706071 0.2443677 0.0000000 -0.0000000 0.0027705 
40 0.6666667   0.1469318 0.9754101 0.2166649 0.0000000 -0.0000000 -0.0027101 
45 0.7500000   0.1398025 0.9824733 0.1860087 0.0000000 -0.0000000 0.0027448 
50 0.8333333   0.1153690 0.9903704 0.1305767 0.0000000 -0.0000000 -0.0026872 
55 0.9166667   0.0699551 0.9970838 0.0721021 0.0000000  -0.0000000 0.0027271 
60 1.0000000   0.0000001 1.0000000 -0.0110809   0.0000000  0.0000000 -0.0026781 
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4. Conclusions: 
   The methods are constructed with the aim to solve DAE systems in their original 
forms. Both algorithms use the Runge-Kutta method as the integrator, and couple with a 
method to solve the algebraic systems associated in the problem. The Newton method is used 
in Algorithm A for the index-1 DAE, while in Algorithm B the Newton-Broyden method is 
needed for an index-2 DAE system. The methods can give the approximate solution for the 
problem very well with small errors. The experiment also has shown that the DAE of high 
index is harder to solve than the DAE of lower index. 
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รายจาย 
 

รายการ งบประมาณทีต่ั้งไว งบประมาณทีใ่ชจริง จํานวนเงินคงเหลือ /เกิน 
1.  คาตอบแทน 25,000 25,000 - 
2.  คาจาง 40,000 40,000 - 
3.  คาวัสด ุ 29,200 26,560 2,640 
4.  คาใชสอย 32,200 22,200 10,000 
5.  คาครุภัณฑ    
6.  คาใชจายอืน่ ๆ    

รวม 126,400 113,760 12,640 

 
 

(...............................................) 
ลงนามหัวหนาโครงการวิจัยผูรับทุน 
วันที่ 25 เดือนสิงหาคม พ.ศ. 2558 

 
 
 
 
 
 
 


